
V
eto

res n
o

 P
lan

o
 e n

o
 Esp

aço

P
ro

f. R
o

ssin
i B

ezerra

FB
V

FB
V

In
tro

d
u

ção
•

M
u

itas gran
d

ezas físicas, co
m

o
 velo

cid
ad

e, fo
rça, d

eslo
cam

en
to

 e 
im

p
u

lso
, p

ara serem
 co

m
p

letam
en

te id
en

tificad
as, p

recisam
, além

 
d

a m
agn

itu
d

e, d
a d

ireção
 e d

o
 sen

tid
o

. Estas gran
d

ezas são
 

ch
am

ad
as g

ra
n

d
e

za
s v

e
to

ria
is o

u
 sim

p
le

sm
e

n
te

 v
e

to
re

s.
ch

am
ad

as g
ra

n
d

e
za

s v
e

to
ria

is o
u

 sim
p

le
sm

e
n

te
 v

e
to

re
s.

•
G

eo
m

etricam
en

te, veto
res são

 rep
resen

tad
o

s p
o

r se
g

m
e

n
to

s (d
e

 
re

ta
s) o

rie
n

ta
d

o
s (segm

en
to

s d
e retas co

m
 u

m
 sen

tid
o

 d
e 

p
ercu

rso
) n

o
 p

lan
o

 o
u

 n
o

 esp
aço

. 
–

A
 p

o
n

ta d
a seta d

o
 segm

en
to

 o
rien

tad
o

 é ch
am

ad
a p

o
n

to
 fin

a
l o

u
 

e
x

tre
m

id
a

d
e

 

–
E

 o
 o

u
tro

 p
o

n
to

 extrem
o

 é ch
am

ad
o

 d
e p

o
n

to
 in

icia
l o

u
 o

rig
e

m
 d

o
 

se
g

m
e

n
to

 o
rie

n
ta

d
o

.
se

g
m

e
n

to
 o

rie
n

ta
d

o
.

•
Segm

en
to

s o
rien

tad
o

s co
m

 m
esm

a d
ireção

, m
esm

o
 sen

tid
o

 e 
m

esm
o

 co
m

p
rim

en
to

 rep
resen

tam
 o

 m
esm

o
 veto

r. A
 d

ireção
, o

 
sen

tid
o

 e o
 co

m
p

rim
en

to
 d

o
 veto

r são
 d

efin
id

o
s co

m
o

 sen
d

o
 a 

d
ireção

, o
 sen

tid
o

 e o
 co

m
p

rim
en

to
 d

e q
u

alq
u

er u
m

 d
o

s 
segm

en
to

s o
rien

tad
o

s q
u

e o
 rep

resen
tam

.



D
ireção

, C
o

m
p

rim
en

to
 e Sen

tid
o

Igu
ald

ad
e d

e V
eto

res

•
A

 d
efin

ição
 d

e igu
ald

ad
e d

e veto
res: D

izem
o

s q
u

e d
o

is 
veto

res são
 igu

ais se eles p
o

ssu
em

 o
 m

esm
o

 
veto

res são
 igu

ais se eles p
o

ssu
em

 o
 m

esm
o

 
co

m
p

rim
en

to
, a m

esm
a d

ireção
 e o

 m
esm

o
 sen

tid
o

.

•
N

a Figu
ra an

terio
r, tem

o
s 4

 segm
en

to
s o

rien
tad

o
s, co

m
 

o
rigen

s em
 p

o
n

to
s d

iferen
tes, q

u
e rep

resen
tam

 o
 

m
esm

o
 veto

r, o
u

 seja, são
 co

n
sid

erad
o

s co
m

o
 veto

res 
igu

ais, p
o

is p
o

ssu
em

 a m
esm

a d
ireção

, m
esm

o
 sen

tid
o

 
e o

 m
esm

o
 co

m
p

rim
en

to
.

e o
 m

esm
o

 co
m

p
rim

en
to

.

•
Se o

 p
o

n
to

 in
icial d

e u
m

 rep
resen

tan
te d

e u
m

 veto
r V

 é  
A

 e o
 p

o
n

to
 fin

al é B
, en

tão
 escrevem

o
s:



So
m

a d
e V

eto
res e M

u
ltip

licação
 p

o
r 

Escalar

•
A

 so
m

a, V
 +W

, d
e d

o
is veto

res V
 e W

 é d
eterm

in
ad

a 
d

a segu
in

te fo
rm

a: 
d

a segu
in

te fo
rm

a: 

•
to

m
e u

m
 segm

en
to

 o
rien

tad
o

 q
u

e rep
resen

ta V
;

•
to

m
e u

m
 segm

en
to

 o
rien

tad
o

 q
u

e rep
resen

ta W
, 

co
m

 o
rigem

 n
a extrem

id
ad

e d
e V

;

•
o

 veto
r V

 +W
 é rep

resen
tad

o
 p

elo
 segm

en
to

 
•

o
 veto

r V
 +W

 é rep
resen

tad
o

 p
elo

 segm
en

to
 

o
rien

tad
o

 q
u

e vai d
a o

rigem
 d

e V
 até a extrem

id
ad

e 
d

e W
.

•
D

a Figu
ra 1

, d
ed

u
zim

o
s q

u
e a so

m
a d

e 
veto

res é co
m

u
tativa, o

u
 seja, V

 +W
 = W

 + V, 
(1

) p
ara q

u
aisq

u
er veto

res V
 e W

. 
(1

) p
ara q

u
aisq

u
er veto

res V
 e W

. 
O

b
servam

o
s tam

b
ém

 q
u

e a so
m

a V
 + W

 esté
n

a d
iago

n
al d

o
 p

aralelo
gram

o
 d

eterm
in

ad
o

 
p

o
r V

 e W
, q

u
an

d
o

 estão
 rep

resen
tad

o
s co

m
 

a m
esm

a o
rigem

.
•

D
a Figu

ra 2
, d

ed
u

zim
o

s q
u

e a so
m

a d
e 

veto
res é asso

ciativa, o
u

 seja, V
 + (W

 + U
) = 

(V
 +W

) + U
, (2

)
p

ara q
u

aisq
u

er veto
res V, W

 e 
(V

 +W
) + U

, (2
)

p
ara q

u
aisq

u
er veto

res V, W
 e 

U
.

•
O

 veto
r q

u
e tem

 a su
a o

rigem
 co

in
cid

in
d

o
 

co
m

 a su
a extrem

id
ad

e é ch
am

ad
o

 v
e

to
r 

n
u

lo
 e

 d
e

n
o

ta
d

o
 p

o
r 0

. S
e

g
u

e
 e

n
tã

o
, q

u
e

 
V

+0
=0

+V
=V, (3

) p
ara to

d
o

 veto
r V.



D
iferen

ça

•
Para q

u
alq

u
er veto

r V, o
 sim

é
trico

 d
e

 V
, d

e
n

o
ta

d
o

 p
o

r 
-V

, é
 o

 v
e

to
r q

u
e

 te
m

 m
e

sm
o

 co
m

p
rim

en
to

, m
esm

a 
d

ireção
 e sen

tid
o

 co
n

trário
 ao

 d
e V. Segu

e en
tão

, q
u

e 
-V

, é
 o

 v
e

to
r q

u
e

 te
m

 m
e

sm
o

 co
m

p
rim

en
to

, m
esm

a 
d

ireção
 e sen

tid
o

 co
n

trário
 ao

 d
e V. Segu

e en
tão

, q
u

e 
V

+(-V
)=0

. (4
)

•
D

efin
im

o
s a d

ife
re

n
ça

 W
 m

e
n

o
s V

, p
o

r W
-V

=W
+(-V

).
•

Segu
e d

esta d
efin

ição
, d

e (1
), (2

), (4
) e d

e (3
) q

u
e 

W
+(V

-W
)=(V

 –W
)+W

=V
+(-W

 +W
) =V

+0
=V.

•
A

ssim
, a d

iferen
ça V

-W
 é u

m
 veto

r q
u

e so
m

ad
o

 a W
 d

á 
V, p

o
rtan

to
 ele vai d

a extrem
id

ad
e d

e W
 até a 

V, p
o

rtan
to

 ele vai d
a extrem

id
ad

e d
e W

 até a 
extrem

id
ad

e d
e V, d

esd
e q

u
e V

 e W
 estejam

 
rep

resen
tad

o
s p

o
r segm

en
to

s o
rien

tad
o

s co
m

 a 
m

esm
a o

rigem
.

Exem
p

lo



M
u

ltip
licação

 d
e u

m
 V

eto
r p

o
r u

m
 

Escalar
•

A
 m

u
ltip

lica
çã

d
e

 u
m

 v
e

to
r V

 p
o

r u
m

 e
sca

la
r α

, α
 

α
, α

 
α

, α
 

α
, α

 V
, é d

eterm
in

a
d

a
 p

elo
 

veto
r q

u
e p

o
ssu

i as segu
in

tes características:
–

(a) é o
 veto

r n
u

lo
, se α

=
 0

 o
u

 V
 =

 0
,

–
(a) é o

 veto
r n

u
lo

, se α
=

 0
 o

u
 V

 =
 0

,

–
(b

) caso
 co

n
trário

,
•

i. tem
 co

m
p

rim
en

to
 |α

|v
e

ze
s o

 co
m

p
rim

e
n

to
 d

e
 V

,

•
ii. a d

ireção
 é a m

esm
a d

e V
 (n

este caso
, d

izem
o

s q
u

e eles são
 p

a
ra

le
lo

s),

•
iii. tem

 o
 m

esm
o

 sen
tid

o
 d

e V, se α
>

 0
 e

tem
 o

 sen
tid

o
 co

n
trário

 ao
 d

e V, se α
<

 0
.

•
A

s p
ro

p
ried

ad
es d

a m
u

ltip
licação

 p
o

r escalar serão
 ap

re
sen

tad
as m

ais a 
fren

te. Se W
 = α

 V
, d

ize
m

o
s q

u
e

 W
 é

 u
m

 m
ú

ltip
lo

 esca
la

r d
e V. É fá

cil ver 
q

u
e d

o
is veto

res n
ão

 n
u

lo
s são

 p
aralelo

s (o
u

 co
lin

e
a

re
s) se

, e
 so

m
e

n
te

 se
, 

u
m

 é
 u

m
 m

ú
ltip

lo
 e

sca
la

r d
o

 o
u

tro
.

u
m

 é
 u

m
 m

ú
ltip

lo
 e

sca
la

r d
o

 o
u

tro
.

Exem
p

lo



•
A

s o
p

eraçõ
es co

m
 veto

res p
o

d
em

 ser d
efin

id
as 

u
tilizan

d
o

 u
m

 siste
m

a
 d

e
 co

o
rd

e
n

a
d

a
s re

ta
n

g
u

la
re

s 
u

tilizan
d

o
 u

m
 siste

m
a

 d
e

 co
o

rd
e

n
a

d
a

s re
ta

n
g

u
la

re
s 

o
u

 ca
rte

sia
n

a
s. E

m
 p

rim
e

iro
 lu

g
a

r, v
a

m
o

s co
n

sid
e

ra
r 

o
s v

e
to

re
s n

o
 p

lan
o

.

•
Seja V

 u
m

 veto
r n

o
 p

lan
o

. D
efin

im
o

s as co
m

p
o

n
e

n
te

s 
d

e
 V

 co
m

o
 se

n
d

o
 a

s co
o

rd
e

n
a

d
a

s (v1
, v2

) d
o

 p
o

n
to

 
fin

al d
o

 rep
resen

tan
te d

e V
 q

u
e tem

 p
o

n
to

 in
icial n

a 
o

rigem
.

o
rigem

.

•
V

am
o

s id
en

tificar o
 veto

r co
m

 as su
as co

m
p

o
n

en
tes e 

vam
o

s escrever sim
p

lesm
en

te V
 = (v1

, v2
).

•
Ju

lh
o

Exem
p

lo

A
ssim

, as co
o

rd
en

ad
as d

e u
m

 p
o

n
to

 P
 são

 igu
ais as co

m
p

o
n

en
tes d

o
 veto

r O
P

 , q
u

e
vai d

a o
rigem

 d
o

 sistem
a d

e co
o

rd
en

ad
as ao

 p
o

n
to

 P. Em
 p

articu
lar, o

 veto
r n

u
lo

, 0
 = (0

, 0
). 

Em
 term

o
s d

as co
m

p
o

n
en

tes, p
o

d
em

o
s realizar facilm

en
te as o

p
eraçõ

es: so
m

a d
e veto

res e 
m

u
ltip

licação
 d

e veto
r p

o
r escalar.



•
C

o
m

o
 ilu

strad
o

 n
a Figu

ra 7
, a 

so
m

a
 d

e
 d

o
is v

e
to

re
s V

 =
 (v

1
, 

so
m

a
 d

e
 d

o
is v

e
to

re
s V

 =
 (v

1
, 

v
2

) e
 W

 = (w
1

,w
2

) é
d

ad
a p

o
r: 

•
V

+W
=(v1

+w
1

,v2
+w

2
);

•
C

o
m

o
 ilu

strad
o

 n
a Figu

ra 8
, a 

m
u

ltip
lica

çã
o

 d
e

 u
m

 v
e

to
r 

m
u

ltip
lica

çã
o

 d
e

 u
m

 v
e

to
r 

V
=

(v
1

, v
2

) p
o

r u
m

 escalar α
é

 

d
a

d
a

 p
o

r:

•
α

 V
 =

 (α
v1

, α
v2

).

V
eto

r n
o

 Esp
aço

•
D

efin
im

o
s as co

m
p

o
n

e
n

te
s d

e
 u

m
 v

e
to

r n
o

 e
sp

a
ço

o
d

e
 fo

rm
a

 
a

n
á

lo
g

a
 a

 q
u

e
 fize

m
o

s co
m

 veto
res n

o
 p

lan
o

. V
am

o
s in

icialm
en

te 
in

tro
d

u
zir u

m
 siste

m
a

 d
e

 co
o

rd
e

n
a

d
a

s re
ta

n
g

u
la

re
s n

o
 e

sp
a

ço
. 

in
tro

d
u

zir u
m

 siste
m

a
 d

e
 co

o
rd

e
n

a
d

a
s re

ta
n

g
u

la
re

s n
o

 e
sp

a
ço

. 
P

a
ra

 isto
, e

sco
lh

e
m

o
s u

m
 p

o
n

to
 co

m
o

 o
rig

e
m

 O
 e

 co
m

o
 e

ixo
s 

co
o

rd
en

ad
o

s, três retas o
rien

tad
as (co

m
 sen

tid
o

 d
e p

ercu
rso

 
d

efin
id

o
), p

assan
d

o
 p

ela o
rigem

, p
erp

en
d

icu
lares en

tre
 si, sen

d
o

 
u

m
a d

elas vertical o
rien

tad
a p

ara cim
a.

•
Estes serão

 o
s eixo

s x, y e z. O
 eixo

 z é o
 eixo

 vertical. O
s eixo

s x e y 
são

 h
o

rizo
n

tais e satisfazem
 a segu

in
te p

ro
p

ried
ad

e. 
–

Su
p

o
n

h
a q

u
e giram

o
s o

 eixo
 x p

elo
 m

en
o

r ân
gu

lo
 até q

u
e co

in
cid

a 
co

m
 o

 eixo
 y. 

co
m

 o
 eixo

 y. 
–

Se o
s d

ed
o

s d
a m

ão
 d

ireita ap
o

n
tam

 n
a d

ireção
 d

o
 se

m
i-eixo

 x 
p

o
sitivo

 d
e fo

rm
a q

u
e o

 sem
i-eixo

 y p
o

sitivo
 esteja d

o
 lad

o
 d

a p
alm

a 
d

a m
ão

, en
tão

 o
 p

o
legar ap

o
n

ta n
o

 sen
tid

o
 d

o
 sem

i-e
ixo

 z p
o

sitivo
. 

–
C

ad
a p

ar d
e eixo

s d
eterm

in
a u

m
 p

lan
o

 ch
am

ad
o

 d
e p

la
n

o
 

co
o

rd
e

n
a

d
o

. P
o

rta
n

to
, o

s trê
s p

la
n

o
s co

o
rd

en
ad

o
s são

: xy, yz
e xz.



V
eto

r n
o

 Esp
aço

•
A

 cad
a p

o
n

to
 P

 n
o

 esp
aço

 asso
ciam

o
s u

m
 tern

o
 d

e 
n

ú
m

ero
s (x,y,z), ch

am
ad

o
 d

e co
o

rd
e

n
a

d
a

s d
o

 p
o

n
to

 P
 

co
m

o
 se

g
u

e
.

n
ú

m
ero

s (x,y,z), ch
am

ad
o

 d
e co

o
rd

e
n

a
d

a
s d

o
 p

o
n

to
 P

 
co

m
o

 se
g

u
e

.

•
Trace u

m
a reta p

aralela ao
 eixo

 z, p
assan

d
o

 p
o

r P
;

•
A

 in
terseção

 d
a reta p

aralela ao
 eixo

 z, p
assan

d
o

 p
o

r P
 

co
m

 o
 p

lan
o

 xy
é o

 p
o

n
to

 P
’. A

s co
o

rd
en

ad
as d

e P
’, (x, 

y), n
o

 sistem
a d

e co
o

rd
en

ad
as xy

são
 as d

u
as p

rim
eiras 

co
o

rd
en

ad
as d

e P.
•

A
 terceira co

o
rd

en
ad

a é igu
al ao

 co
m

p
rim

en
to

 d
o

 
•

A
 terceira co

o
rd

en
ad

a é igu
al ao

 co
m

p
rim

en
to

 d
o

 
segm

en
to

 P
P

’, se P
 estiver acim

a d
o

 p
lan

o
 xy

e ao
 

co
m

p
rim

en
to

 d
o

 segm
en

to
 P

P
’ co

m
 o

 sin
al n

egativo
, se 

P
 estiver ab

aixo
 d

o
 p

lan
o

 xy.

V
eto

r n
o

 Esp
aço

•
A

s co
o

rd
en

ad
as d

e u
m

 p
o

n
to

 P
 são

 d
eterm

in
ad

as 
tam

b
ém

 d
a m

an
eira d

ad
a a segu

ir.
–

Passe três p
lan

o
s p

o
r P

 p
aralelo

s ao
s p

lan
o

s 
co

o
rd

en
ad

o
s.

–
Passe três p

lan
o

s p
o

r P
 p

aralelo
s ao

s p
lan

o
s 

co
o

rd
en

ad
o

s.
–

A
 in

terseção
 d

o
 p

lan
o

 p
aralelo

 ao
 p

lan
o

 xy, p
assan

d
o

 
p

o
r P, co

m
 o

 eixo
 z d

eterm
in

a a co
o

rd
en

ad
a z.

–
A

 in
terseção

 d
o

 p
lan

o
 p

aralelo
 ao

 p
lan

o
 xz, p

assan
d

o
 

p
o

r P, co
m

 o
 eixo

 y d
eterm

in
a a co

o
rd

en
ad

a y
–

A
 in

terseção
 d

o
 p

lan
o

 p
aralelo

 ao
 p

lan
o

 yz, p
assan

d
o

 
p

o
r P, co

m
 o

 eixo
 x d

eterm
in

a a co
o

rd
en

ad
a x.

•
A

go
ra, estam

o
s p

ro
n

to
s p

ara u
tilizarm

o
s u

m
 

sistem
a d

e co
o

rd
en

ad
as cartesian

as, tam
b

ém
 n

as 
o

p
eraçõ

es d
e veto

res n
o

 esp
aço

. 
•

Seja V
 u

m
 veto

r n
o

 esp
aço

. C
o

m
o

 n
o

 caso
 d

e 
•

Seja V
 u

m
 veto

r n
o

 esp
aço

. C
o

m
o

 n
o

 caso
 d

e 
veto

res d
o

 p
lan

o
, d

efin
im

o
s as co

m
p

o
n

e
n

te
s d

e
 V

 
co

m
o

 se
n

d
o

 a
s co

o
rd

e
n

a
d

a
s (v1

, v2
, v3

) d
o

 p
o

n
to

 
fin

al d
o

 rep
resen

tan
te d

e V
 q

u
e tem

 p
o

n
to

 in
icial 

n
a o

rigem
.

•
Tam

b
ém

 vam
o

s id
en

tificar o
 veto

r co
m

 as su
as 

co
m

p
o

n
en

tes e vam
o

s escrever sim
p

lesm
en

te 
V

=(v1
, v2

, v3
)



V
eto

r n
o

 Esp
aço

•
A

s co
o

rd
en

ad
as d

e u
m

 p
o

n
to

 P
 são

 d
eterm

in
ad

as 
tam

b
ém

 d
a m

an
eira d

ad
a a segu

ir.
–

Passe três p
lan

o
s p

o
r P

 p
aralelo

s ao
s p

lan
o

s 
co

o
rd

en
ad

o
s.

–
Passe três p

lan
o

s p
o

r P
 p

aralelo
s ao

s p
lan

o
s 

co
o

rd
en

ad
o

s.
–

A
 in

terseção
 d

o
 p

lan
o

 p
aralelo

 ao
 p

lan
o

 xy, p
assan

d
o

 
p

o
r P, co

m
 o

 eixo
 z d

eterm
in

a a co
o

rd
en

ad
a z.

–
A

 in
terseção

 d
o

 p
lan

o
 p

aralelo
 ao

 p
lan

o
 xz, p

assan
d

o
 

p
o

r P, co
m

 o
 eixo

 y d
eterm

in
a a co

o
rd

en
ad

a y
–

A
 in

terseção
 d

o
 p

lan
o

 p
aralelo

 ao
 p

lan
o

 yz, p
assan

d
o

 
p

o
r P, co

m
 o

 eixo
 x d

eterm
in

a a co
o

rd
en

ad
a x.

•
A

go
ra, estam

o
s p

ro
n

to
s p

ara u
tilizarm

o
s u

m
 

sistem
a d

e co
o

rd
en

ad
as cartesian

as, tam
b

ém
 n

as 
o

p
eraçõ

es d
e veto

res n
o

 esp
aço

. 
•

Seja V
 u

m
 veto

r n
o

 esp
aço

. C
o

m
o

 n
o

 caso
 d

e 
•

Seja V
 u

m
 veto

r n
o

 esp
aço

. C
o

m
o

 n
o

 caso
 d

e 
veto

res d
o

 p
lan

o
, d

efin
im

o
s as co

m
p

o
n

e
n

te
s d

e
 V

 
co

m
o

 se
n

d
o

 a
s co

o
rd

e
n

a
d

a
s (v1

, v2
, v3

) d
o

 p
o

n
to

 
fin

al d
o

 rep
resen

tan
te d

e V
 q

u
e tem

 p
o

n
to

 in
icial 

n
a o

rigem
.

•
Tam

b
ém

 vam
o

s id
en

tificar o
 veto

r co
m

 as su
as 

co
m

p
o

n
en

tes e vam
o

s escrever sim
p

lesm
en

te 
V

=(v1
, v2

, v3
)

•
A

ssim
, as co

o
rd

en
ad

as d
e u

m
 p

o
n

to
 P

 são
 igu

ais as 
co

m
p

o
n

en
tes d

o
 veto

r  O
P

 q
u

e vai d
a o

rigem
 d

o
 sistem

a 
co

m
p

o
n

en
tes d

o
 veto

r  O
P

 q
u

e vai d
a o

rigem
 d

o
 sistem

a 
d

e co
o

rd
en

ad
as ao

 p
o

n
to

 P. Em
 p

articu
lar, o

 veto
r n

u
lo

, 
¯0

=(0
,0

,0
). A

ssim
, co

m
o

 fizem
o

s p
ara veto

res n
o

 p
lan

o
, 

p
ara veto

res n
o

 esp
aço

 a so
m

a d
e veto

res e a 
m

u
ltip

licação
 d

e veto
r p

o
r escalar p

o
d

em
 ser realizad

as 
em

 term
o

s d
as co

m
p

o
n

en
tes.

–
Se V

 = (v1
, v2

, v3
) e W

 = (w
1

,w
2

,w
3

), en
tão

 a ad
ição

 d
e V

 
–

Se V
 = (v1

, v2
, v3

) e W
 = (w

1
,w

2
,w

3
), en

tão
 a ad

ição
 d

e V
 

co
m

 W
 é d

ad
a p

o
r V

 +W
 = (v1

 + w
1

, v2
 + w

2
, v3

 + w
3

);

•
Se V

 = (v1
, v2

, v3
) e α

é
 u

m
 e

sca
la

r, e
n

tã
o

 a
 

m
u

ltip
lica

çã
o

 d
e

 V
 p

o
r α

é
 d

a
d

a
 p

o
r α

 V
=

(α
v
1

,α
v
2

,α
v
3

).



Exem
p

lo
s

•
1

 -
Se V

 = (1
,-2

, 3
), W

 = (2
, 4

,-1
), en

tão
•

V
 +W

 = (1
+2

,-2
+4

,3
+(-1

))=(3
,2

,2
),

•
V

 +W
 = (1

+2
,-2

+4
,3

+(-1
))=(3

,2
,2

),

•
3

V
= (3

 1
,3

(-2
), 3

 3
) = (3

,-6
, 9

).

–
O

b
s.: Q

u
an

d
o

 u
m

 veto
r V

 está rep
resen

tad
o

 p
o

r u
m

 
segm

en
to

 o
rien

tad
o

 co
m

 p
o

n
to

 in
icial fo

ra d
a o

rigem
, 

d
igam

o
s em

 P
 = (x

1 ,y
1 ,z

1 ), e p
o

n
to

 fin
al em

 Q
 = (x

2 ,y
2 ,z

2 ), 
en

tão
 as co

m
p

o
n

en
tes d

o
 veto

r V
 são

 d
ad

as p
o

r V
 

=P
Q

=O
Q

-O
P

=(x
2 -

x
1 ,y

2 -y
1 ,z

2 -z
1 ).

=P
Q

=O
Q

-O
P

=(x
2 -

x
1 ,y

2 -y
1 ,z

2 -z
1 ).

•
2

 -
A

s co
m

p
o

n
en

tes d
o

 veto
r V

 q
u

e tem
 u

m
 

rep
resen

tan
te co

m
 p

o
n

to
 in

icial P
 = (5

/2
, 1

, 2
) e 

p
o

n
to

 fin
al Q

 = (0
, 5

/2
, 5

/2
) são

 d
ad

as p
o

r V
 =P

Q
= (0

 
-

5
/2

, 5
/2

 -
1

, 5
/2

 -
2

) = (-5
/2

, 3
/2

, 1
/2

).

R
ep

resen
tação

 M
atricial

•
U

m
 veto

r n
o

 esp
aço

 V
=(v

1 ,v
2 ,v

3 ) p
o

d
e tam

b
ém

 ser 
escrito

 n
a n

o
tação

 m
atricial co

m
o

 u
m

a m
a

triz lin
h

a
 o

u
 

co
m

o
 u

m
a

 m
a

triz co
lu

n
a

:                             o
u

escrito
 n

a n
o

tação
 m

atricial co
m

o
 u

m
a m

a
triz lin

h
a

 o
u

 
co

m
o

 u
m

a
 m

a
triz co

lu
n

a
:                             o

u

•
Estas n

o
taçõ

es p
o

d
em

 ser ju
stificad

as p
elo

 fato
 d

e q
u

e as 
o

p
eraçõ

es m
atriciais



R
ep

resen
tação

 M
atricial

•
P

ro
d

u
zem

 o
s m

esm
o

s resu
ltad

o
s q

u
e as o

p
eraçõ

es 
veto

riais:
veto

riais:

–
V

+W
 = (v

1 ,v
2 ,v

3 )+(w
1 ,w

2 ,w
3 )=(v

1 +w
1 ,v

2 +w
2 ,v

3 +w
3 ),

–
α

V
=

 α
(v

1 , v
2 , v

3 ) =
 (α

 v
1 , α

 v
2 , α

 v
3 ).

•
O

 m
esm

o
 vale, n

atu
ralm

en
te, p

ara veto
res n

o
 

p
lan

o
.

p
lan

o
.

•
N

o
 teo

rem
a segu

in
te en

u
n

ciam
o

s as p
ro

p
ried

ad
es 

m
ais im

p
o

rtan
tes d

a so
m

a d
e veto

res e 
m

u
ltip

licação
 d

e veto
res p

o
r escalar.

Teo
rem

as

•
Teo

rem
a 1

 -
Sejam

 U
, V

 e W
 veto

res e α
e

 β
e

sca
la

re
s. S

ã
o

 vá
lid

a
s a

s se
g

u
in

te
s p

ro
p

rie
d

a
d

e
s:

e
sca

la
re

s. S
ã

o
 vá

lid
a

s a
s se

g
u

in
te

s p
ro

p
rie

d
a

d
e

s:

–
(a) U

 + V
 = V

 + U
;

–
(b

) (U
 + V

) +W
 = U

 + (V
 +W

);

–
(c) U

 + 0
 = U

;

–
(d

) U
 + (-U

) = 0
;

–
(e) α

 (β
 U

) =
 (α

 β
 ) U

;
–

(e) α
 (β

 U
) =

 (α
 β

 ) U
;

–
(f) α

 (U
 +

 V
) =

 α
 U

 +
 α

 V
;

–
(g) (α

+
 β

 )U
 =

 α
 U

 +
 β

 U
;

–
(h

) 1
 U

 = U
.



Exem
p

lo
s

•
Exem

p
lo

 3
. Seja u

m
 triân

gu
lo

 A
B

C
 e sejam

 M
 e N

 o
s p

o
n

to
s 

m
éd

io
s d

e A
C

 e B
C

, resp
ectivam

en
te. V

am
o

s p
ro

var q
u

e 
M

N
 é p

aralelo
 a A

B
 e tem

 co
m

p
rim

en
to

 igu
al a m

etad
e d

o
 

M
N

 é p
aralelo

 a A
B

 e tem
 co

m
p

rim
en

to
 igu

al a m
etad

e d
o

 
co

m
p

rim
en

to
 d

e A
B

. 
•

D
evem

o
s p

ro
var q

u
e:

A
go

ra, a p
artir d

a figu
ra acim

a 
tem

o
s q

u
e:

M
N

=M
C

  +C
N

 .

C
o

m
o

 M
 é p

o
n

to
 m

éd
io

 d
e A

C
 e N

 é p
o

n
to

 m
éd

io
 d

e B
C

, en
tão

C
o

m
o

 M
 é p

o
n

to
 m

éd
io

 d
e A

C
 e N

 é p
o

n
to

 m
éd

io
 d

e B
C

, en
tão

Exem
p

lo
s



Exem
p

lo
s 

P
ro

d
u

to
s d

e V
eto

res

•
N

o
rm

a e P
ro

d
u

to
 Escalar

•
Já vim

o
s q

u
e o

 co
m

p
rim

e
n

to
 d

e
 u

m
 v

e
to

r V
 é

 d
e

fin
id

o
 

•
Já vim

o
s q

u
e o

 co
m

p
rim

e
n

to
 d

e
 u

m
 v

e
to

r V
 é

 d
e

fin
id

o
 

co
m

o
 se

n
d

o
 o

 co
m

p
rim

e
n

to
 d

e q
u

alq
u

er u
m

 d
o

s 
segm

en
to

s o
rien

tad
o

s q
u

e o
 rep

resen
tam

. 
•

O
 co

m
p

rim
en

to
 d

o
 veto

r V
 tam

b
ém

 é ch
am

ad
o

 d
e 

n
o

rm
a

 d
e

 V
 e

 é
 d

e
n

o
ta

d
o

(a
) p

o
r |

|
V

|
|

. 

•
S

e
g

u
e

 d
o

 Teo
rem

a d
e P

itágo
ras q

u
e a n

o
rm

a d
e u

m
 

veto
r p

o
d

e ser calcu
lad

a u
san

d
o

 as su
as co

m
p

o
n

en
tes, 

p
o

r
p

o
r

n
o

 caso
 em

 q
u

e V
 = (v

1 , v
2 ) é u

m
 veto

r n
o

 p
lan

o
, e p

o
r

n
o

 caso
 em

 q
u

e V
 = (v

1 , v
2 , v

3 ) é u
m

 veto
r n

o
 esp

aço
 (verifiq

u
e u

san
d

o
 as Figu

ras
1

2
 e 1

3
).



N
o

rm
a

•
U

m
 veto

r d
e n

o
rm

a igu
al á 1

 é ch
am

ad
o

 v
e

to
r u

n
itá

rio
.

•
A

 d
istâ

n
cia

 e
n

tre
 d

o
is p

o
n

to
s P

 =
 (x

1 , y
1 , z

1 ) e
 Q

 =
 (x

2 , y
2 , z

2 ) 
•

A
 d

istâ
n

cia
 e

n
tre

 d
o

is p
o

n
to

s P
 =

 (x
1 , y

1 , z
1 ) e

 Q
 =

 (x
2 , y

2 , z
2 ) 

é
 ig

u
a

l á
 n

o
rm

a
 d

o
 veto

r P
Q

. C
o

m
o



EX
EM

P
LO

V
eto

r U
n

itário



EX
EM

P
LO

P
R

O
D

U
TO

 IN
TER

N
O

•
O

 p
ro

d
u

to
 e

sca
la

r o
u

 in
te

rn
o

 d
e

 d
o

is v
e

to
re

s 

V
 e

 W
 é

 d
e

fin
id

o
 p

o
r:

V
 e

 W
 é

 d
e

fin
id

o
 p

o
r:

•
em

 q
u

e θ
é

 o
 â

n
g

u
lo

 e
n

tre
 e

le
s.

•
em

 q
u

e θ
é

 o
 â

n
g

u
lo

 e
n

tre
 e

le
s.



P
R

O
D

U
TO

 IN
TER

N
O

P
R

O
D

U
TO

 IN
TER

N
O



TEO
R

EM
A

EX
EM

P
LO

•
Po

d
em

o
s u

sar o
 Teo

rem
a 3

.2
 p

ara d
eterm

in
ar o

 ân
gu

lo
 en

tre d
o

is 
veto

res n
ão

 n
u

lo
s, V

 e W
. O

 co
ssen

o
 d

o
 ân

gu
lo

 en
tre V

 e W
 é, 

en
tão

, d
ad

o
 p

o
r



Exem
p

lo

•
V

am
o

s d
eterm

in
ar o

 ân
gu

lo
 en

tre u
m

a d
iago

n
al d

e u
m

 cu
b

o
 e 

u
m

a d
e su

as arestas. Sejam
 V

1
= (1

, 0
, 0

),V
2

= (0
, 1

, 0
) e V

3
= 

(0
, 0

, 1
). U

m
a d

iago
n

al d
o

 cu
b

o
 é rep

resen
tad

a p
elo

 veto
r D

 
u

m
a d

e su
as arestas. Sejam

 V
1

= (1
, 0

, 0
),V

2
= (0

, 1
, 0

) e V
3

= 
(0

, 0
, 1

). U
m

a d
iago

n
al d

o
 cu

b
o

 é rep
resen

tad
a p

elo
 veto

r D
 

d
ad

o
 p

o
r D

 = V
1

+ V
2

+ V
3

= (1
, 1

, 1
).

•
En

tão
 o

 ân
gu

lo
 en

tre D
 e V

1
satisfaz

Teo
rem

a

•
Sejam

 U
,V

 e W
 veto

res e α
u

m
 e

sca
la

r. S
ã

o
 

vá
lid

a
s a

s se
g

u
in

te
s p

ro
p

rie
d

a
d

e
s:

vá
lid

a
s a

s se
g

u
in

te
s p

ro
p

rie
d

a
d

e
s:

•
(a) (co

m
u

tativid
ad

e) U
.V

 = V.U
 ;

•
(b

) (d
istrib

u
tivid

ad
e) U

.(V
 +W

) = U
.V

 + U
.W

;

•
(c) (asso

ciativid
ad

e) α
(U

.V
) =

 (α
U

).V
 =

 U
.(α

V
);

•
(d

) V.V
 = ||V

||
2

≥ 0
, p

ara to
d

o
 V

 e V.V
 = 0

 se, e 
•

(d
) V.V

 = ||V
||

2
≥ 0

, p
ara to

d
o

 V
 e V.V

 = 0
 se, e 

so
m

en
te se, V

 = 0
.



P
ro

jeção
 O

rto
go

n
al

•
D

ad
o

s d
o

is veto
res V

 e W
 a p

ro
je

çã
o

 o
rto

g
o

n
a

l d
e

 
V

 so
b

re
 W

 d
en

o
tad

a
p

o
r  p

ro
j

p
ro

j
WW

VV
V

 so
b

re
 W

 d
en

o
tad

a
p

o
r  p

ro
j

p
ro

j
WW

VV

•
é o

 veto
r q

u
e é p

aralelo
 a W

 tal q
u

e V
 -

p
ro

jW
V

seja 
o

rto
go

n
al a W

P
ro

p
o

sição

•
Seja W

 u
m

 veto
r n

ão
 n

u
lo

. En
tão

, a p
ro

jeção
 o

rto
go

n
al d

e u
m

 
veto

r V
 em

 W
 é d

ad
a p

o
r

veto
r V

 em
 W

 é d
ad

a p
o

r

Exem
p

lo
: Sejam

 V
 = (2

,-1
, 3

) e W
 = (4

,-1
, 2

). V
am

o
s en

co
n

trar d
o

is veto
res V

1
e V

2
tais 

q
u

e V
 = V

1
+V

2 , V
1

é p
aralelo

 α
.W

 e V
2

é p
erp

en
d

icu
lar α

.W
.Tem

o
s q

u
e

V.W
 = 2

.4
 + (-1

)(-1
) + 3

  2
 = 1

5



P
ro

d
u

to
 V

eto
rial

•
V

am
o

s, ago
ra, d

efin
ir u

m
 p

ro
d

u
to

 en
tre d

o
is veto

res, 
cu

jo
 resu

ltad
o

 é u
m

 veto
r. 

•
Po

r isso
, ele é ch

am
ad

o
 p

ro
d

u
to

 v
e

to
ria

l. 
•

Po
r isso

, ele é ch
am

ad
o

 p
ro

d
u

to
 v

e
to

ria
l. 

•
E

ste
 p

ro
d

u
to

 te
m

 a
p

lica
çã

o
, p

o
r e

xe
m

p
lo

, e
m

 Física: 
–

A
 fo

rça exercid
a so

b
re u

m
a p

artícu
la co

m
 carga u

n
itária 

m
ergu

lh
ad

a n
u

m
 cam

p
o

 m
agn

ético
 u

n
ifo

rm
e é o

 p
ro

d
u

to
 

veto
rial d

o
 veto

r velo
cid

ad
e d

a p
artícu

la p
elo

 veto
r cam

p
o

 
m

agn
ético

.

D
efin

ição
•

Sejam
 V

 e W
 d

o
is veto

res n
o

 esp
aço

. D
efin

im
o

s o
 p

ro
d

u
to

 v
e

to
ria

l, V
 x

 W
, co

m
o

 
se

n
d

o
 o

 v
e

to
r co

m
 as segu

in
tes características:

•
(a) Tem

 co
m

p
rim

en
to

 d
ad

o
 n

u
m

ericam
en

te p
o

r 
–

||V
 x W

||
= ||V

||.||W
||

sen
θ

,
–

||V
 x W

||
= ||V

||.||W
||

sen
θ

,

–
o

u
 seja, a n

o
rm

a d
e V

 x W
 é n

u
m

ericam
en

te igu
al à área d

o
 p

aralelo
gram

o
 d

eterm
in

ad
o

 
p

o
r V

 e W
.

•
(b

) Tem
 d

ireção
 p

erp
en

d
icu

lar a V
 e a W

.
•

(c) Tem
 o

 sen
tid

o
 d

ad
o

 p
ela regra d

a m
ão

 d
ireita: Se o

 ân
gu

lo
 en

tre V
 e W

 é θ
, 

g
ira

m
o

s o
 veto

r V
 d

e u
m

 ân
gu

lo
 θ

a
té

 q
u

e
 co

in
cid

a
 co

m
 W

 e
 a

co
m

p
a

n
h

a
m

o
s e

ste
 

m
o

vim
e

n
to

 co
m

 o
s d

e
d

o
s d

a
 m

ã
o

 d
ireita, en

tão
 o

 p
o

legar vai ap
o

n
tar n

o
 sen

tid
o

 d
e 

V
 x W

.



Teo
rem

a

•
D

a fo
rm

a co
m

o
 d

efin
im

o
s o

 p
ro

d
u

to
 veto

rial é d
ifícil o

 seu
 

cálcu
lo

, m
as as p

ro
p

ried
ad

es q
u

e ap
resen

tarem
o

s a segu
ir 

p
o

ssib
ilitarão

 o
b

ter u
m

a f ó
rm

u
la

p
ara o

 p
ro

d
u

to
 veto

rial em
 

cálcu
lo

, m
as as p

ro
p

ried
ad

es q
u

e ap
resen

tarem
o

s a segu
ir 

p
o

ssib
ilitarão

 o
b

ter u
m

a f ó
rm

u
la

p
ara o

 p
ro

d
u

to
 veto

rial em
 

term
o

s d
as co

m
p

o
n

en
tes d

o
s veto

res.
•

Sejam
 U

,V
 e W

 veto
res n

o
 esp

aço
 e α

u
m

 e
sca

la
r. S

ã
o

 v
á

lid
a

s 
a

s se
g

u
in

te
s p

ro
p

rie
d

a
d

e
s:

(a) V
 x W

 = -
(W

 x  V
) (an

ti-co
m

u
tativid

ad
e).

(b
) V

 x W
 = 0

 se, e so
m

en
te se, V

 = α
W

o
u

 W
 =

 α
V

.

(c) (V
x

W
) .V

 = (V
x

W
)

.W
 = 0

.
(c) (V

x
W

) .V
 = (V

x
W

)
.W

 = 0
.

(d
) α

(V
 x W

) =
 (α

V
)

x
W

 =
 V

 x
(α

W
).

(e) V
 x (W

 + U
) = V

 x W
 + V

 x U
 e (V

 +W
) x U

 = V
 x U

 +W
 x U

 
(D

istrib
u

tivid
ad

e em
 relação

 a so
m

a d
e veto

res).

P
ro

d
u

to
 V

eto
rial

•
D

a d
efin

ição
 d

e p
ro

d
u

to
 veto

rial p
o

d
em

o
s o

b
ter facilm

en
te as 

•
D

a d
efin

ição
 d

e p
ro

d
u

to
 veto

rial p
o

d
em

o
s o

b
ter facilm

en
te as 

segu
in

tes relaçõ
es:

A
go

ra, estam
o

s p
ro

n
to

s p
ara 

o
b

ter u
m

a fó
rm

u
la q

u
e d

ê o
 

p
ro

d
u

to
 veto

rial d
e d

o
is 

veto
res em

 term
o

s d
as su

as 
co

m
p

o
n

en
tes.



Teo
rem

a

•
Sejam

 V
 = (v

1 , v
2 , v

3 ) e W
 = (w

1 ,w
2 ,w

3 ) veto
res n

o
 esp

aço
. 

En
tão

 o
 p

ro
d

u
to

 veto
rial V

 x W
 é d

ad
o

 p
o

r

Para o
b

ter as co
m

p
o

n
en

tes d
o

 p
ro

d
u

to
 veto

rial V
 W

 p
ro

ced
em

o
s co

m
o

 se 
segu

e:
Escreva a m

atriz:

Para calcu
lar a p

rim
eira co

m
p

o
n

en
te d

e V
 x W

, elim
in

e a p
rim

eira co
lu

n
a 

d
a m

atriz acim
a e calcu

le o
 d

eterm
in

an
te d

a su
b

-m
atriz resu

ltan
te. 

A
 segu

n
d

a co
m

p
o

n
en

te é o
b

tid
a, elim

in
an

d
o

-se a segu
n

d
a co

lu
n

a e 
calcu

lan
d

o
-se o

 d
eterm

in
an

te d
a su

b
-m

atriz resu
ltan

te co
m

 o
 sin

al 
tro

cad
o

. 
A

 terceira é o
b

tid
a co

m
o

 a p
rim

eira, m
as elim

in
an

d
o

-se a terceira co
lu

n
a.

Exem
p

lo

•
Sejam

 V
 = i + 2

j -
2

k e W
 = 3

i +k. V
am

o
s d

eterm
in

ar o
 p

ro
d

u
to



P
ro

d
u

to
 M

isto

•
O

 p
ro

d
u

to
 (V

 x W
) . U

 é ch
am

ad
o

 p
ro

d
u

to
 m

isto
 d

e
 

U
, V

 e
 W

. 
U

, V
 e

 W
. 

•
O

 re
su

lta
d

o
 a

b
a

ixo
 m

o
stra co

m
o

 calcu
lar o

 p
ro

d
u

to
 

m
isto

 u
san

d
o

 as co
m

p
o

n
en

tes d
o

s veto
res

•
Teo

rem
a: Sejam

 U
 = u

1 i + u
2 j + u

3 k, V
 = v

1 i + v
2 j + v

3 k 
e W

 = w
1 i + w

2 j + w
3 k. En

tão
,

e W
 = w

1 i + w
2 j + w

3 k. En
tão

,

Exem
p

lo



Eq
u

açõ
es d

o
s P

lan
o

s e R
etas

•
Eq

u
ação

 d
o

 P
lan

o
–

N
o

 p
lan

o
 a eq

u
ação

 geral d
e u

m
a reta é a

x+
b

y+
c=

0
. 

–
N

o
 p

lan
o

 a eq
u

ação
 geral d

e u
m

a reta é a
x+

b
y+

c=
0

. 

–
N

o
 esp

aço
 u

m
 p

lan
o

 é o
 co

n
ju

n
to

 d
o

s p
o

n
to

s P
=

(x,y,z) q
u

e 
satisfazem

 a eq
u

ação
 a

x+
b

y+
cz+

d
=

0
, p

ara a
, b

, c, d
 ∈

ℜ

–
É ch

am
ad

a e
q

u
a

çã
o

 g
e

ra
l d

o
 p

la
n

o
. 

–
E

x
iste

 u
m

a
 a

n
a

lo
g

ia
 e

n
tre

 u
m

a
 re

ta
 n

o
 p

lan
o

 e u
m

 p
lan

o
 

n
o

 esp
aço

.
•

N
o

 p
lan

o
, a eq

u
ação

 d
e u

m
a reta é d

eterm
in

ad
a se fo

rem
 d

ad
o

s 
•

N
o

 p
lan

o
, a eq

u
ação

 d
e u

m
a reta é d

eterm
in

ad
a se fo

rem
 d

ad
o

s 
su

a in
clin

ação
 e u

m
 d

e seu
s p

o
n

to
s. 

•
N

o
 esp

aço
, a in

clin
ação

 d
e u

m
 p

lan
o

 é caracterizad
a p

o
r u

m
 veto

r 
p

erp
en

d
icu

lar a ele, ch
am

ad
o

 v
e

to
r n

o
rm

a
l a

o
 p

la
n

o
 e

 a
 e

q
u

a
çã

o
 

d
e

 u
m

 p
la

n
o

 é
 d

e
te

rm
in

a
d

a
 se

 sã
o

 d
a

d
o

s u
m

 v
e

to
r n

o
rm

a
l e

 u
m

 
d

e seu
s p

o
n

to
s.



P
ro

p
o

sição
•

A
 eq

u
ação

 geral d
e u

m
 p

lan
o

 π
q

u
e p

assa p
o

r u
m

 
p

o
n

to
 P

0 =(x
0 ,y

0 ,z
0 ) e tem

 veto
r n

o
rm

al N
=(a,b

,c) é 
a

x+
b

y+
cz+

d
 =

 0
, (4

.1
)

em
 q

u
e d

=-(a
x

0 +
b

y
0 +

cz
0 ).

a
x+

b
y+

cz+
d

 =
 0

, (4
.1

)
em

 q
u

e d
=-(a

x
0 +

b
y

0 +
cz

0 ).
•

D
em

o
n

stração
:

P
lan

o
s B

ásico
s



P
lan

o
s B

ásico
s

Exem
p

lo
•

V
am

o
s en

co
n

trar a eq
u

ação
 d

o
 p

lan
o

 π
  q

u
e

 p
a

ssa
 p

e
lo

 
p

o
n

to
 P

0 =
(1

,-2
,-2

) e é p
erp

en
d

icu
lar ao

 veto
r N

=
(2

,-1
, 2

). 

•
S
o

lu
çã

o
:

D
a P

ro
p

o
sição

 4
.1

, a eq
u

ação
 d

o
 p

lan
o

 é  d
a fo

rm
a: a

x +
 b

y 
D

a P
ro

p
o

sição
 4

.1
, a eq

u
ação

 d
o

 p
lan

o
 é  d

a fo
rm

a: a
x +

 b
y 

+
 cz +

 d
 =

 0
 ,em

 q
u

e o
s co

eficien
tes d

e x, y e z
são

 as 
co

m
p

o
n

en
tes d

o
 veto

r n
o

rm
al, o

u
 seja, a

=
2

, b
=

-1
 e  c=

2
. 

A
ssim

, a eq
u

ação
 d

e π
é

 d
a

 fo
rm

a
 2

x-y+
2

z+
d

=
0

.
Para d

eterm
in

ar o
 co

eficien
te d

, ao
 in

vés d
e u

sarm
o

s a 
P

ro
p

o
sição

 4
.1

, vam
o

s u
sar o

 fato
 d

e q
u

e P
0 =

(1
,-2

,-2
) 

p
erten

ce a π
. M

a
s, o

 p
o

n
to

 P
0

p
e

rte
n

ce
 a

 π
se

, e
 so

m
e

n
te

 
p

erten
ce a π

. M
a

s, o
 p

o
n

to
 P

0
p

e
rte

n
ce

 a
 π

se
, e

 so
m

e
n

te
 

se, as su
as co

o
rd

en
ad

as satisfazem
 a eq

u
ação

 d
e π

, o
u

 se
ja

, 
2

.1
 –

1
.(-2

) +
 2

.(-2
) +

 d
 =

 0
.

Lo
go

, d
=

2
+

2
-4

=
0

. Su
b

stitu
in

d
o

-se d
 = 0

 n
a eq

u
ação

 an
terio

r 
d

o
 p

lan
o

 o
b

tem
o

s q
u

e a eq
u

ação
 d

o
 p

lan
o

 π
é

 2
x -

y +
 2

z =
 

0
 .



Exem
p

lo

Eq
u

açõ
es d

e R
etas e P

lan
o

s

•
N

o
 p

lan
o

, a eq
u

ação
 d

e u
m

a reta é d
eterm

in
ad

a se fo
rem

 d
ad

o
s 

d
o

is p
o

n
to

s d
a reta.

•
A

n
alo

gam
en

te, n
o

 esp
aço

, a eq
u

ação
 d

e u
m

 p
lan

o
 é d

eterm
in

ad
a 

•
A

n
alo

gam
en

te, n
o

 esp
aço

, a eq
u

ação
 d

e u
m

 p
lan

o
 é d

eterm
in

ad
a 

se são
 d

ad
o

s três p
o

n
to

s P
1 , P

2
e P

3
n

ão
 co

lin
eares (isto

 é, n
ão

 
p

erten
cen

tes a u
m

a m
esm

a reta). C
o

m
 o

s três p
o

n
to

s p
o

d
em

o
s 

“fo
rm

ar” o
s veto

res  P
1 P

2
e P

1 P
3

.



Exem
p

lo

Exem
p

lo
 -

O
u

tra altern
ativa

•
Po

d
em

o
s en

co
n

trar a eq
u

ação
 d

o
 p

lan
o

 d
a segu

in
te fo

rm
a. C

o
m

o
 vim

o
s 

an
terio

rm
en

te, três veto
res, P

1 P
 P

1 P
2

e
 P

1 P
3 , são

 co
p

lan
ares

se, e so
m

en
te se, o

 
p

ro
d

u
to

 m
isto

 en
tre eles é zero

. 
•

A
ssim

, u
m

 p
o

n
to

 P
=

(x, y, z) p
erten

ce a π
se

, e
 so

m
e

n
te

 se
, P

1 P.(P
1 P

2
 x P

1 P
3 )=

0
 .



O
b

servação
•

A
 eq

u
ação

 d
o

 p
lan

o
 tam

b
ém

 é d
eterm

in
ad

a se ao
 in

vés d
e serem

 
d

ad
o

s três p
o

n
to

s, fo
rem

 d
ad

o
s u

m
 p

o
n

to
 P

1
d

o
 p

lan
o

 e d
o

is 
veto

res p
aralelo

s ao
 p

lan
o

, V
=(v

1 , v
2 , v

3 ) e W
=(w

1 ,w
2 ,w

3 ), d
esd

e 
q

u
e eles sejam

 n
ão

 p
aralelo

s. O
u

 ain
d

a se fo
rem

 d
ad

o
s d

o
is 

1
2

3
1

2
3

q
u

e eles sejam
 n

ão
 p

aralelo
s. O

u
 ain

d
a se fo

rem
 d

ad
o

s d
o

is 
p

o
n

to
s P

1
e P

2
d

o
 p

lan
o

 e u
m

 veto
r p

aralelo
 ao

 p
lan

o
 V

=(v
1 , v

2 , v
3 ), 

já q
u

e n
este caso

 p
o

d
em

o
s fo

rm
ar o

 veto
r W

=P
1 P

2 =(w
1 ,w

2 ,w
3 ) q

u
e 

é tam
b

ém
 p

aralelo
 ao

 p
lan

o
.

•
N

estes caso
s tem

o
s n

o
vam

en
te p

elo
 m

en
o

s d
u

as m
an

eiras d
e 

en
co

n
trarm

o
s a eq

u
ação

 d
o

 p
lan

o
. 

–
U

m
a d

elas é o
b

servan
d

o
 q

u
e o

 veto
r N

=V
xW

é u
m

 veto
r n

o
rm

al ao
 

p
lan

o
. D

esta fo
rm

a tem
o

s u
m

 p
o

n
to

 d
o

 p
lan

o
 e u

m
 veto

r n
o

rm
al ao

 
p

lan
o

. D
esta fo

rm
a tem

o
s u

m
 p

o
n

to
 d

o
 p

lan
o

 e u
m

 veto
r n

o
rm

al ao
 

p
lan

o
. 

–
A

 o
u

tra é o
b

servan
d

o
 q

u
e tem

o
s três veto

res p
aralelo

s ao
 p

lan
o

: 
•

P
1 P

=(x-x
1 ,y-y

1 ,z-z
1 ), V

 e W
. C

o
m

o
 vim

o
s an

terio
rm

en
te

, o
s três veto

res são
 

co
p

lan
ares

se, e so
m

en
te se, o

 p
ro

d
u

to
 m

isto
en

tre eles fo
r zero

, o
u

 seja,

Eq
u

açõ
es Param

étricas
•

A
lém

 d
a eq

u
ação

 geral d
o

 p
lan

o
 p

o
d

em
o

s tam
b

ém
 caracterizar o

s 
p

o
n

to
s d

e u
m

 p
lan

o
 d

a segu
in

te fo
rm

a. C
o

n
sid

ere u
m

 p
lan

o
 π

, u
m

 
p

o
n

to
 P

0 =
(x

0 ,y
0 ,z

0 ) p
erten

cen
te a π

e
 d

o
is v

e
to

re
s V

=
(v

1 ,v
2 ,v

3 ) e
 

W
=

(w
1 ,w

2 ,w
3 ) n

ã
o

 co
lin

e
a

re
s, p

aralelo
s a π

. U
m

 p
o

n
to

 P
 =

 (x, y, z) 
W

=
(w

1 ,w
2 ,w

3 ) n
ã

o
 co

lin
e

a
re

s, p
aralelo

s a π
. U

m
 p

o
n

to
 P

 =
 (x, y, z) 

p
e

rte
n

ce
 a

 π
se

, e
 so

m
e

n
te

 se
, o

 v
e

to
r P

0 P
=(x-x

0 ,y-y
0

, z-z
0 ) é u

m
a 

co
m

b
in

ação
 lin

ear d
e V

 e W
, o

u
 seja, se existem

 escalares t e s tais 
q

u
e P

0 P
= tV

+ sW
.               (4

.4
)

•
Escreven

d
o

 em
 term

o
s d

e co
m

p
o

n
en

tes (4
.4

) p
o

d
e ser escrito

 
co

m
o

 (x-x
0 ,y-y

0 ,z-z
0 ) = (tv

1 +sw
1 ,tv

2 +sw
2 ,tv

3 +sw
3 ).

•
Lo

go
 u

m
 p

o
n

to
 P

=(x,y,z) p
erten

ce a π
se

, e
 so

m
e

n
te

 se
, sa

tisfa
z a

s 
e

q
u

a
çõ

e
s:

e
q

u
a

çõ
e

s:

Estas eq
u

açõ
es são

 ch
am

ad
as e

q
u

a
çõ

e
s p

a
ra

m
é

trica
s d

o
 p

la
n

o
.



Exem
p

lo

Eq
u

açõ
es d

a R
eta

••
E

q
u

a
çõ

e
s P

a
ra

m
é

trica
s

E
q

u
a

çõ
e

s P
a

ra
m

é
trica

s

•
V

am
o

s su
p

o
r q

u
e u

m
a reta r

seja p
aralela a u

m
 veto

r 
V

=
(a

,b
,c) n

ão
 n

u
lo

 e q
u

e p
asse p

o
r u

m
 p

o
n

to
 P

0 =
(x

0 ,y
0 ,z

0 ). U
m

 
p

o
n

to
 P

=
(x,y,z) p

erten
ce a reta r

se, e so
m

en
te se, o

 veto
r P

P
V

=
(a

,b
,c) n

ão
 n

u
lo

 e q
u

e p
asse p

o
r u

m
 p

o
n

to
 P

0 =
(x

0 ,y
0 ,z

0 ). U
m

 
p

o
n

to
 P

=
(x,y,z) p

erten
ce a reta r

se, e so
m

en
te se, o

 veto
r P

0 P
é p

aralelo
 ao

 veto
r V

, isto
 é, se o

 veto
r P

0 P
é u

m
 m

ú
ltip

lo
 

escalar d
e V

, o
u

 seja, P
0 P

=
 t V

 .   (4
.5

)
•

Em
 term

o
s d

e co
m

p
o

n
en

tes, a eq
u

ação
 (4

.5
) p

o
d

e ser escrita 
co

m
o

 (x-x
0 ,y-y

0 ,z-z
0 )=

(ta
, tb

, tc).

•
Lo

go
, x-x

0 =
t.a

, y-y
0 =

t.b
 e

 z-z
0 =

t.c. O
u

 seja, a reta r
p

o
d

e ser 
d

escrita co
m

o
 sen

d
o

 o
 co

n
ju

n
to

 d
o

s p
o

n
to

s P
=(x,y,z) tais q

u
e

d
escrita co

m
o

 sen
d

o
 o

 co
n

ju
n

to
 d

o
s p

o
n

to
s P

=(x,y,z) tais q
u

e

A
s eq

u
açõ

es acim
a são

 ch
am

ad
as d

e  e
q

u
a

çõ
e

s p
a

ra
m

é
trica

s d
a

 re
ta

. A
 re

ta
 r

q
u

e
 

p
assa p

o
r u

m
 p

o
n

to
 P

0 =(x
0 ,y

0 ,z
0 ) e é p

aralela ao
 veto

r V
=(a,b

,c), esse é ch
am

ad
o

 v
e

to
r 

d
ire

to
r d

a
 re

ta
 r.



•
O

 p
arâm

etro
 t n

as eq
u

açõ
es (4

.6
) p

o
d

e ser 
in

terp
retad

o
 co

m
o

 o
 in

stan
te d

e tem
p

o
, se o

 
in

terp
retad

o
 co

m
o

 o
 in

stan
te d

e tem
p

o
, se o

 
p

o
n

to
 P

=
(x,y,z) d

escreve o
 m

o
vim

en
to

 d
e u

m
a 

p
artícu

la em
 m

o
vim

en
to

 retilín
eo

 u
n

ifo
rm

e co
m

 
veto

r velo
cid

ad
e V

=
(a

,b
,c). O

b
serve q

u
e: 

–
p

ara t =
 1

, P
 =

 (x, y, z) =
 (x

0 +
a

,y
0 +

b
,z

0 +
c),

–
p

ara t =
 2

, P
 =

 (x, y, z) =
 (x

0 +
2

a
,y

0 +
2

b
,z

0 +
2

c)

–
e assim

 p
o

r d
ian

te.
–

e assim
 p

o
r d

ian
te.

•
A

s eq
u

açõ
es (4

.6
), p

o
d

em
 ser reescritas co

m
o

 
(x,y,z)=

(x
0 +

a
t,y

0 +
b

t,z
0 +

ct),q
u

e é ch
am

ad
a 

e
q

u
a

çã
o

 v
e

to
ria

l d
a

 re
ta

r.



Exem
p

lo
Exem

p
lo

Eq
u

açõ
es n

a Fo
rm

a Sim
étrica

•
Se to

d
as co

m
p

o
n

en
tes d

o
 veto

r d
ireto

r d
a reta r são

 
n

ão
 n

u
lo

s, p
o

d
em

o
s reso

lver cad
a eq

u
ação

 em
 (4

.6
) 

p
ara t e igu

alar o
s resu

ltad
o

s o
b

ten
d

o
 o

 q
u

e 
p

ara t e igu
alar o

s resu
ltad

o
s o

b
ten

d
o

 o
 q

u
e 

ch
am

am
o

s d
e e

q
u

a
çõ

e
s n

a
 fo

rm
a

 sim
é

trica
 d

e
 r:



Exem
p

lo
s



A
 reta r

está co
n

tid
a em

 am
b

o
s o

s p
lan

o
s, p

o
rtan

to
 é p

erp
en

d
icu

lar a am
b

o
s 

o
s veto

res n
o

rm
ais. A

ssim
, a reta r

é p
aralela ao

 p
ro

d
u

to
 veto

rial N
1

xN
2

A
ssim

, V
 =

 N
1

 x N
2

 =
 (6

, 4
,-4

)
é u

m
 veto

r d
ireto

r d
e r.A

go
ra, p

recisam
o

s 
en

co
n

trar u
m

 p
o

n
to

 d
a reta r.Este p

o
n

to
 é u

m
a so

lu
ção

 p
articu

lar d
o

 sistem
a

Para en
co

n
trar u

m
a so

lu
ção

 p
articu

lar d
o

 sistem
a, atrib

u
ím

o
s u

m
 valo

r a u
m

a d
as

in
có

gn
itas (n

este exem
p

lo
 p

o
d

em
o

s fazer x = 0
) e re

so
lvem

o
s o

 sistem
a o

b
tid

o
, q

u
e

é d
e d

u
as eq

u
açõ

es e d
u

as in
có

gn
itas

O
b

tem
o

s en
tão

, y =
 4

/3
 e

z =
 2

/3
, o

u
 seja, o

 p
o

n
to

 P
0 =

(0
, 4

/3
, 2

/3
) é u

m
 p

o
n

to
 d

a reta 
O

b
tem

o
s en

tão
, y =

 4
/3

 e
z =

 2
/3

, o
u

 seja, o
 p

o
n

to
 P

0 =
(0

, 4
/3

, 2
/3

) é u
m

 p
o

n
to

 d
a reta 

r, p
o

is é u
m

a so
lu

ção
 p

articu
lar d

o
 sistem

a (4
.7

). A
ssim

, as eq
u

açõ
es p

aram
étricas d

e r 
são

Exem
p

lo



Â
n

gu
lo

s e D
istân

cias

••
Â

n
gu

lo
 en

tre R
etas

Â
n

gu
lo

 en
tre R

etas
•

C
o

m
 d

u
as retas n

o
 esp

aço
 p

o
d

e o
co

rrer u
m

 d
o

s segu
in

tes caso
s:

–
A

s retas se in
tercep

tam
 em

 u
m

 p
o

n
to

, o
u

 seja, são
 co

n
co

rre
n

te
s;

–
A

s retas se in
tercep

tam
 em

 u
m

 p
o

n
to

, o
u

 seja, são
 co

n
co

rre
n

te
s;

–
A

s retas são
 p

aralelas (o
u

 co
in

cid
en

tes);
–

A
s retas são

 re
v

e
rsa

s, isto
 é

, n
ã

o
 sã

o
 p

a
ra

le
la

s m
a

s ta
m

b
é

m
 n

ã
o

 se
 in

te
rce

p
ta

m
.

•
Se as retas se in

tercep
tam

, en
tão

 elas d
eterm

in
am

 q
u

atro
 ân

gu
lo

s, d
o

is a d
o

is 
o

p
o

sto
s p

elo
 vértice. O

 ân
gu

lo
 en

tre elas é d
efin

id
o

 co
m

o
 sen

d
o

 o
 m

en
o

r d
estes 

ân
gu

lo
s.

•
Se as retas r

1
e r

2
são

 reversas, en
tão

 p
o

r u
m

 p
o

n
to

P
 d

e r
1

p
assa u

m
 reta

r’2
q

u
e é 

p
aralela a r

2 . O
 ân

gu
lo

 en
tre r

1
e r

2
é d

efin
id

o
 co

m
o

 sen
d

o
 o

 ân
gu

lo
 en

tre r
1

e r’2

•
Se as retas são

 p
aralelas o

 ân
gu

lo
 en

tre elas é igu
al `a

zero
.

•
Se as retas são

 p
aralelas o

 ân
gu

lo
 en

tre elas é igu
al `a

zero
.

•
Em

 q
u

alq
u

er d
o

s caso
s, se V

1
e V

2
são

 veto
res p

aralelo
s a

r
1

e
r

2
resp

ectivam
en

te, 
en

tão
 o

 co
ssen

o
 d

o
 ân

gu
lo

 en
tre elas é co

s(r1
, r2

) =
 |

 co
s

θ
|

, em
 q

u
e θ

é o
 ân

gu
lo

 
en

tre V
1

e V
2 .

•
Lem

b
ran

d
o

 q
u

e d
a d

efin
ição

 d
e p

ro
d

u
to

 escalar, p
o

d
e

m
o

s en
co

n
trar o

 co
ssen

o
 d

o
 

ân
gu

lo
 en

tre d
o

is veto
res, o

u
 seja,

G
ráfico



P
ro

p
o

sição
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Â
n

gu
lo

 en
tre P

lan
o

•
Sejam

 p
1

e
 p

2
d

o
is p

la
n

o
s co

m
 ve

to
re

s n
o

rm
a

is 
N

1 =
(a

1 ,b
1 ,c

1 ) e
 N

2 =
(a

2 ,b
2 ,c

2 ), resp
ectivam

en
te. O

 ân
gu

lo
 

en
tre p

e
 p

é
 d

e
fin

id
o

 co
m

o
 o

 â
n

g
u

lo
 e

n
tre

 d
u

a
s re

ta
s 

1
1

1
1

2
2

2
2

en
tre p

1
e

 p
2

é
 d

e
fin

id
o

 co
m

o
 o

 â
n

g
u

lo
 e

n
tre

 d
u

a
s re

ta
s 

p
erp

en
d

icu
lares a eles. C

o
m

o
 to

d
a reta p

erp
en

d
icu

lar a 
p

1
te

m
 N

1
co

m
o

 ve
to

r d
ire

to
r e to

d
a reta p

erp
en

d
icu

lar 
a p

2
te

m
 N

2
co

m
o

 ve
to

r d
ire

to
r, e

n
tã

o
 o

 co
sse

n
o

 d
o

 
ân

gu
lo

 en
tre eles é d

ad
o

 p
o

r co
s(p

1 , p
2 ) =

 |
co

s
θ

|
 , em

 
q

u
e θ

é
 o

 â
n

g
u

lo
 e

n
tre

 o
s ve

to
re

s n
o

rm
a

is N
1

e
 N

2
d

e
 p

1
q

u
e θ

é
 o

 â
n

g
u

lo
 e

n
tre

 o
s ve

to
re

s n
o

rm
a

is N
1

e
 N

2
d

e
 p

1

e
 p

2 , re
sp

e
ctiva

m
e

n
te

.

•
Po

rtan
to

, o
 co

ssen
o

 d
o

 ân
gu

lo
 en

tre p
1

e
 p

2
é:

P
ro

p
o

sição

•
Sejam

 d
o

is p
lan

o
s

–
π

: a
x +

 b
y +

 c
z +

 d
=

 0
 ,

–
π

1
: a

1 x +
 b

1 y +
 c

1 z +
 d

1
=

 0
 ,

–
π

2
: a

2 x +
 b

2 y +
 c

2 z +
 d

2
=

 0
 .

•
O

 co
ssen

o
 d

o
 ân

gu
lo

 en
tre π

1
e

 π
2

é

•
em

 q
u

e N
1 =(a

1 ,b
1 ,c

1 ) e N
2 =(a

2 ,b
2 ,c

2 ) são
 o

s 
veto

res n
o

rm
ais d

e π
1

e
 π

2 , re
sp

e
ctiva

m
e

n
te

.



•
D

o
is p

lan
o

s π
e

 π
o

u
 sã

o
 p

a
ra

le
lo

s o
u

 se
 co

rta
m

 
•

D
o

is p
lan

o
s π

1
e

 π
2

o
u

 sã
o

 p
a

ra
le

lo
s o

u
 se

 co
rta

m
 

se
g

u
n

d
o

 u
m

 re
ta

. E
le

s sã
o

 p
a

ra
le

lo
s se, e so

m
en

te se, 
o

s veto
res n

o
rm

ais d
e π

1
e

 π
2 , sã

o
 p

a
ra

le
lo

s, o
u

 se
ja

, 
u

m
 ve

to
r é

 u
m

 m
ú

ltip
lo

 escalar d
o

 o
u

tro
. A

ssim
, π

e
 π

2
sã

o
 p

a
ra

le
lo

s se
, e

 so
m

e
n

te
 se

, o
 â

n
g

u
lo

 en
tre eles é 

igu
al à zero

Exem
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D
istân

cia d
e U

m
 Po

n
to

 a U
m

 P
lan

o

•
Sejam

 P
0 =(x

0 ,y
0 ,z

0 ) u
m

 p
o

n
to

 q
u

alq
u

er e π
: a

x
+

 b
y

+
 cz

+
 d

 =
 

0
 u

m
 p

la
n

o
. A

 d
istân

cia d
e P

0
a π

é
 d

e
fin

id
a

 co
m

o
 se

n
d

o
 a

 
d

istâ
n

cia
 d

e
 P

a
té

 o
 p

o
n

to
 d

e
 π

 m
a

is p
ró

xim
o

 d
e P

.
d

istâ
n

cia
 d

e
 P

0
a

té
 o

 p
o

n
to

 d
e

 π
 m

a
is p

ró
xim

o
 d

e P
0 .

•
D

ad
o

 u
m

 p
o

n
to

 P
1

 = (x
1 ,y

1 ,z
1 ) d

e π
, p

o
d

e
m

o
s d

e
co

m
p

o
r o

 
v
e

to
r  P

1 P
0

em
 d

u
as p

arcelas, u
m

a n
a d

ireção
 d

o
 veto

r n
o

rm
al 

d
e π

, N
=

(a
,b

,c) e
 o

u
tra

 p
e

rp
e

n
d

icu
la

r a ele. A
 co

m
p

o
n

en
te n

a 
d

ireção
 d

o
 veto

r N
 é a p

ro
jeção

 o
rto

go
n

al d
e P

1 P
0

em
 N

.
•

A
  d

istân
cia d

e P
0

a π
é

 ig
u

a
l à

 n
o

rm
a

 d
a

 p
ro

je
çã

o
, o

u
 seja, 

d
ist(P

0 , π
) =

 ||p
ro

jN
P

1 P
0 ||.

d
ist(P

0 , π
) =

 ||p
ro

jN
P

1 P
0 ||.

•
Tem

o
s q

u
e:



P
ro

p
o

sição

•
Sejam

 P
0 =(x

0 ,y
0 ,z

0 ) u
m

 p
o

n
to

 q
u

alq
u

er e 
π

:a
x+

b
y
+

cz+
d

=
0

 u
m

 p
la

n
o

. A
 d

istâ
n

cia
 d

e
 P

a π
é

 
π

:a
x+

b
y
+

cz+
d

=
0

 u
m

 p
la

n
o

. A
 d

istâ
n

cia
 d

e
 P

0
a π

é
 

d
a

d
a

 p
o

r

em
 q

u
e N

=(a,b
,c) e P

1
=(x1

,y1
,z1

) é u
m

 p
o

n
to

 d
e π

(isto
 é

, u
m

 p
o

n
to

 q
u

e
 sa

tisfa
z a

 e
q

u
a

çã
o

 d
e

 π
).
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D
istân

cia d
e U

m
 Po

n
to

 a U
m

a R
eta

•
Sejam

 P
0 =(x

0 ,y
0 ,z

0 ) u
m

 p
o

n
to

 q
u

alq
u

er e r u
m

a reta. A
 

d
istân

cia d
e P

0
a r é d

efin
id

a co
m

o
 a d

istân
cia d

e P
0

 ao
 p

o
n

to
 

d
e r m

ais  p
ró

xim
o

 d
e P

0 .
•

D
ad

o
 u

m
 p

o
n

to
 q

u
alq

u
er P

1 =(x
1 ,y

1 ,z
1 ) d

e r p
o

d
em

o
s 

•
D

ad
o

 u
m

 p
o

n
to

 q
u

alq
u

er P
1 =(x

1 ,y
1 ,z

1 ) d
e r p

o
d

em
o

s 
d

eco
m

p
o

r o
 veto

r P
1 P

0
em

 d
u

as p
arcelas, u

m
a n

a d
ireção

 d
o

 
veto

r d
ireto

r V
 d

e r e o
u

tra p
erp

en
d

icu
lar a ele.

•
A

 co
m

p
o

n
en

te n
a d

ireção
 d

o
 veto

r V
 é a p

ro
jeção

 o
rto

go
n

al 
d

e P
1 P

0
em

 V. C
o

m
o

 vem
o

s n
a Figu

ra ab
aixo

P
ro

p
o

sição



Exem
p

lo

D
istân

cia en
tre D

o
is P

lan
o

s
•

Sejam
 d

o
is p

lan
o

s π
1

e
 π

2
q

u
a

isq
u

e
r. A

 d
istâ

n
cia

 e
n

tre
 π

1
e

 
π

2
é

 d
e

fin
id

a
 co

m
o

 a
 m

en
o

r 
d

istân
cia en

tre d
o

is p
o

n
to

s, u
m

 
d

e π
1

e
 o

u
tro

 d
e

 π
2 .

d
e 

1
e

 o
u

tro
 d

e
 

2 .

•
Se o

s seu
s veto

res n
o

rm
ais n

ã
o

 
sã

o
 p

a
ra

le
lo

s, e
n

tã
o

 o
s p

la
n

o
s 

sã
o

 co
n

co
rre

n
te

s e
 n

este caso
 a 

d
istân

cia en
tre eles é igu

al à zero
. 

Se o
s seu

s veto
res n

o
rm

ais são
 

p
aralelo

s, en
tão

 o
s p

lan
o

s são
 

p
aralelo

s (o
u

 co
in

cid
en

tes) e a 
d

istân
cia en

tre π
e

 π
é

 igu
al à 

d
istân

cia en
tre π

1
e

 π
2

é
 igu

al à 
d

istân
cia en

tre u
m

 p
o

n
to

 d
e u

m
 

d
eles, p

o
r exem

p
lo

 P
2

d
e π

2 , e
 o

 
p

o
n

to
 d

e
 π

1 , m
a

is p
ró

xim
o

 d
e

 P
2

(F
ig

u
ra

 a
o

 la
d

o
). M

a
s, e

sta
 

d
istâ

n
cia

 é
 ig

u
a

l à
 d

istâ
n

cia
 d

e
 P

2
a

 π
1 .
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lo

D
istân

cia en
tre D

u
as R

etas
•

Sejam
 r

1
e r

2
d

u
as retas q

u
aisq

u
er. A

 
d

istân
cia en

tre r
1

e r
2

é d
efin

id
a 

co
m

o
 a m

en
o

r d
istân

cia en
tre d

o
is 

p
o

n
to

s, u
m

 d
e r

1
e o

u
tro

 d
e r

2 .
•

Para calcu
lar a d

istân
cia en

tre d
u

as 
•

Para calcu
lar a d

istân
cia en

tre d
u

as 
retas, vam

o
s d

ivid
ir em

 d
o

is caso
s:

–
Se o

s v
e

to
re

s d
ire

to
re

s sã
o

 p
a

ra
le

lo
s, 

e
n

tã
o

 a
s re

ta
s r

1
e

 r
2

sã
o

 p
a

ra
le

la
s (o

u
 

co
in

cid
en

tes). N
este caso

, a d
istân

cia 
en

tre elas é igu
al à d

istân
cia en

tre u
m

 
p

o
n

to
 d

e r
2

e a reta r
1 , o

u
 vice-versa, 

en
tre u

m
 p

o
n

to
 d

e r
1

e a reta r
2

(Figu
ra 

ao
 lad

o
). A

ssim
, tem

o
s q

u
e

ao
 lad

o
). A

ssim
, tem

o
s q

u
e

•
em

 q
u

e P
1 e P

2
são

 p
o

n
to

s d
e r

1 e r
2

 e 
V

1 e V
2

 são
 veto

res d
ireto

res d
e r

1
 e r

2 , 
resp

ectivam
en

te



D
istân

cia en
tre D

u
as R

etas
•

Se o
s v

e
to

re
s d

ire
to

re
s n

ã
o

 sã
o

 p
a

ra
le

lo
s, 

e
n

tã
o

 a
s re

ta
s sã

o
 re

v
e

rsa
s o

u
 co

n
co

rre
n

te
s.

•
O

s d
o

is caso
s p

o
d

em
 ser reso

lvid
o

s d
a m

esm
a 

fo
rm

a. Estas retas d
efin

em
 d

o
is p

lan
o

s 
p

aralelo
s (q

u
e p

o
d

em
 ser co

in
cid

en
tes, n

o
 

caso
 em

 q
u

e elas são
 co

n
co

rren
tes).

U
m

 é o
 p

lan
o

 q
u

e co
n

tém
 r1

 e é p
aralelo

 a r2
, 

•
U

m
 é o

 p
lan

o
 q

u
e co

n
tém

 r1
 e é p

aralelo
 a r2

, 
vam

o
s ch

am
á-lo

 d
e p

1
. O

 o
u

tro
, co

n
té

m
 r2

 e
 é

 
p

a
ra

le
lo

 a
 r1

, p
2

. O
 v

e
to

r N
 =

 V
1

  V
2

, é
 n

o
rm

a
l 

(o
u

 p
erp

en
d

icu
lar) a am

b
o

s o
s p

lan
o

s, em
 q

u
e 

V
1

 e V
2

 são
 o

s veto
res d

ireto
res d

e r1
 e r2

 
resp

ectivam
en

te. A
ssim

, a d
istân

cia en
tre as 

retas é igu
al à d

istân
cia en

tre  estes d
o

is p
lan

o
s 

(Figu
ra ao

 lad
o

), o
u

 seja,

•
Em

 q
u

e P
1

 e P
2

 são
 p

o
n

to
s d

e r1
 e r2

 e V
1

 e V
2

 
são

 veto
res d

ireto
res d

e r1
 e r2

, 
resp

ectivam
en

te. O
b

serve q
u

e se as retas são
 

co
n

co
rren

tes a d
istân

cia en
tre elas é zero

, p
o

is 
o

s veto
res P

1
P

2
, V

1
 e V

2
 são

 co
p

lan
ares

e 
P

1
P

2
 . (V

1
x V

2
) = 0

Exem
p

lo
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