Vetores no Plano e no Espaco

Introducao

Muitas grandezas fisicas, como velocidade, forca, deslocamento e
impulso, para serem completamente identificadas, precisam, além
da magnitude, da direcao e do sentido. Estas grandezas sao
chamadas grandezas vetoriais ou simplesmente vetores.

Geometricamente, vetores sao representados por segmentos (de

retas) orientados (segmentos de retas com um sentido de

percurso) no plano ou no espaco.

— A ponta da seta do segmento orientado € chamada ponto final ou
extremidade

— E o outro ponto extremo é chamado de ponto inicial ou origem do
mmmamzﬁo orientado.

Segmentos orientados com mesma direcao, mesmo sentido e

mesmo comprimento representam o mesmo vetor. A direcao, o

sentido e o comprimento do vetor sao definidos como sendo a

direcao, o sentido e o comprimento de qualquer um dos

segmentos orientados que o representam.




Direcao, Comprimento e Sentido

Figura

lgualdade de Vetores

* A definicao de igualdade de vetores: Dizemos que dois
vetores sao iguais se eles possuem o0 mesmo
comprimento, a mesma direcao e o mesmo sentido.

* Na Figura anterior, temos 4 segmentos orientados, com
origens em pontos diferentes, que representam o
mesmo vetor, ou seja, sao considerados como vetores
iguais, pois possuem a mesma direcao, mesmo sentido
e 0 mesmo comprimento.

e Se o ponto inicial de um representante de um vetor V é
A e o ponto final é B, entao escrevemos: v —45




Soma de Vetores e Multiplicacao por
Escalar

A soma, V +W, de dois vetores V e W é determinada
da seguinte forma:

tome um segmento orientado que representa V;

tome um segmento orientado que representa W,
com origem na extremidade de V;

o vetor V +W é representado pelo segmento
orientado que vai da origem de V até a extremidade
de W.

e Da Figura 1, deduzimos que a soma de
vetores é comutativa, ou seja, V+W =W +,
(1) para quaisquer vetores Ve W.
Observamos também que a soma V + W esté
na diagonal do paralelogramo determinado
por V e W, quando estao representados com
a mesma origem.

Figura 1 * Da Figura 2, deduzimos que a soma de

__ vetores é associativa, ou seja, V+ (W + U) =
(V+W) + U, (2) para quaisquer vetores V, W e
U.

* O vetor gue tem a sua origem coincidindo
com a sua extremidade é chamado vetor

Figura 2 nulo e denotado por 0. Segue ent3o, que
V+0=0+V=V, (3) para todo vetor V.




Diferenca

-

Para qualquer vetor V, o simétrico de V, denotado por
-V, é o vetor que tem mesmo comprimento, mesma
direcao ¢ sentido contrario ao de V. Segue entdo, que
V+(-V)=0. (4)

Definimos a diferenga W menos V, por W-V=W+(-V).

Segue desta definicao, de (1), (2), (4) e.de (3) que
W+(V-W)=(V —“W)+W=V+(-W +W) =V+0=V.

Assim, a diferenca V-W é um vetor que somado a W da
V, portanto ele vai da extremidade de W até a
extremidade de V, desde que V e W estejam
representados por segmentos orientados com a
mesma origem.

Exemplo

A

Y

Figura 3.




Multiplicacao de um Vetor por um
Escalar

A multiplica¢ca de um vetor V por um escalar , o'V, é determinada pelo

vetor que possui as seguintes caracteristicas:
, -
— (a) éovetornulo,se a=00u V=0,

— (b) caso contrario,
* i.tem comprimento |a] vezes o comprimento de V,
* ii.adirecdo é a mesma de V (neste caso, dizemos que eles sdo paralelos),
* jii. tem o mesmo sentidode V,se ¢>0e
tem o sentido contrario ao de V, se a< 0.

As propriedades da multiplicagdo por escalar serdo apresentadas mais a
frente. Se W = ¢V, dizemos que W é um multiplo escalar de V. E facil ver
que dois vetores n3o nulos sdo paralelos (ou colineares) se, e somente se,
um é um multiplo escalar do outro.

Exemplo

Vv

—2V

Figura 4




e As operacoes com vetores podem ser definidas
utilizando um sistema de coordenadas retangulares
ou cartesianas. Em primeiro lugar, vamos considerar
os vetores no plano.

e Seja V um vetor no plano. Definimos as componentes
de V como sendo as coordenadas (v1, v2) do ponto
final do representante de V que tem ponto inicial na
origem.

e Vamos identificar o vetor com as suas componentes e
vamos escrever simplesmente V = (v1, v2).

e Julho

Exemplo

Y WY

op

8]

Figura 5 Figura 6

. . —>
Assim, as coordenadas de um ponto P s3ao iguais as componentes do vetor OP, que_
vai da origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo, 0= (0, 0).
Em termos das componentes, podemos realizar facilmente as operacdes: soma de vetores e

multiplicacao de vetor por escalar.




w

W

Figura 7

Figura 8

V'
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e Como ilustrado na Figura 7, a
soma de dois vetores V = (v1,
v2) e W = (wl,w2) é dada por:

o V+W=(vl+wl,v2+w?2);

e Como ilustrado na Figura 8, a
multiplicacao de um vetor
V=(v1, v2) por um escalar a é
dada por:

caV=(avl, av2).

Vetor no Espaco

Definimos as componentes de um vetor no espag¢oo de forma
analoga a que fizemos com vetores no plano. Vamos inicialmente
introduzir um sistema de coordenadas retangulares no espaco.
Para isto, escolhemos um ponto como origem O e como eixos
coordenados, trés retas orientadas (com sentido de percurso
definido), passando pela origem, perpendiculares entre si, sendo
uma delas vertical orientada para cima.

Estes serdo os eixos x, y e z. O eixo z é o eixo vertical. Os eixos x e y
sao horizontais e satisfazem a seguinte propriedade.

— Suponha que giramos o eixo x pelo menor angulo até que coincida

com o eixoy.

— Se o0s dedos da mao direita apontam na direcao do semi-eixo x
positivo de forma que o semi-eixo y positivo esteja do lado da palma
da mao, entao o polegar aponta no sentido do semi-eixo z positivo.

— Cada par de eixos determina um plano chamado de plano
coordenado. Portanto, os trés planos coordenados sao: xy, yz e xz.




Vetor no Espaco

A cada ponto P no espaco associamos um terno de
numeros (x,y,z), chamado de coordenadas do ponto P
como segue.

Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P;

A intersecao da reta paralela ao eixo z, passando por P
com o plano xy é o ponto P’. As coordenadas de P’, (x,
y), no sistema de coordenadas xy sao as duas primeiras
coordenadas de P.

A terceira coordenada é igual ao comprimento do
segmento PP’, se P estiver acima do plano xy e ao
comprimento do segmento PP’ com o sinal negativo, se
P estiver abaixo do plano xy.

Figura 9

Vetor no Espaco

* Ascoordenadas de um ponto P sdao determinadas
z também da maneira dada a seguir.

— Passe trés planos por P paralelos aos planos
coordenados.

. — Aintersecdo do plano paralelo ao plano xy, passando
por P, com o eixo z determina a coordenada z.

— Aintersecdo do plano paralelo ao plano xz, passando
por P, com o eixo y determina a coordenaday

i y — Aintersecao do plano paralelo ao plano yz, passando
T e por P, com o eixo x determina a coordenada x.
* Agora, estamos prontos para utilizarmos um
z sistema de coordenadas cartesianas, também nas
A operacoes de vetores no espaco.

* SejaV um vetor no espa¢o. Como no caso de
vetores do plano, definimos as componentes de V
como sendo as coordenadas (v1, v2, v3) do ponto
final do representante de V que tem ponto inicial
na origem.

e T *  Também vamos identificar o vetor com as suas
X Y componentes e vamos escrever simplesmente
V=(v1, v2, v3)




Vetor no Espaco

z As coordenadas de um ponto P sao determinadas
também da maneira dada a seguir.

— Passe trés planos por P paralelos aos planos
coordenados.

— Alintersecdo do plano paralelo ao plano xy, passando
por P, com o eixo z determina a coordenada z.

I — Alintersecao do plano paralelo ao plano xz, passando
e B por P, com o eixo y determina a coordenaday

x CedeT Ry — Alintersecdo do plano paralelo ao plano yz, passando
por P, com o eixo x determina a coordenada x.
Agora, estamos prontos para utilizarmos um
sistema de coordenadas cartesianas, também nas
N operacoes de vetores no espaco.

4 Seja V um vetor no espaco. Como no caso de

[ vetores do plano, definimos as componentes de V
como sendo as coordenadas (v1, v2, v3) do ponto
final do representante de V que tem ponto inicial
na origem.

Também vamos identificar o vetor com as suas
componentes e vamos escrever simplesmente
V=(vl, v2, v3)

Figura 10

Figura 11

* Assim, as coordenadas de um ponto P sao iguais as
componentes do vetor OP que vai da origem do sistema
de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo,
“0=(0,0,0). Assim, como fizemos para vetores no plano,
para vetores no espaco a soma de vetores e a
multiplicacao de vetor por escalar podem ser realizadas
em termos das componentes.

— SeV=(vl,v2,v3)eW=(wl,w2,w3), entdo a adicao de V
com W é dada por V+W = (vl + wil, v2 + w2, v3 + w3);

e SeV=(vl,v2,v3)e aéumescalar, entéo a
multiplicacdo de V por «é dada por ot V=(av1, ov2, av3).




Exemplos

e 1-SeV=(1,-2,3), W=(2, 4,-1), entao
o V+W =(1+2,-2+4,3+(-1))=(3,2,2),
* 3V=(31,3(-2),33)=(3,-6, 9).

— Obs.: Quando um vetor V esta representado por um
segmento orientado com ponto inicial fora da origem,
digamos em P = (x,,y,,Z;), € ponto final em Q = (x,,Y,,2,),
entao as componentes do vetor V sao dadas por V
=PQ=0Q-0P=(X,- X;,Y,-Y1,2,-Z1).

e 2-As componentes do vetor V que tem um
representante com ponto inicial P = (5/2, 1, Nv e
ponto final Q = (0, 5/2, 5/2) sao dadas por V =PQ= (0
-5/2,5/2-1,5/2-2)=(-5/2,3/2, 1/2).

Representacao Matricial

* Um vetor no espago V=(v,,v,,v;) pode também ser
escrito na notagao matricial como uma matriz linha ou
como uma matrizcoluna: V=[v1 v2 wv3]ou

1l
V =|vz
3

* Estas notacdes podem ser justificadas pelo fato de que as

operacdes matriciais
M M v+ U [y &M
VW= | |+ | wm |=| nntw |, aV=a| vy | = | av
U3 s i3 4+ Wa U3 (L i

ViW=[ov1 v v3]+[w1 w2 ws]=][m+w wm+wr vs+ws ]

r

aV=alvy v v3]=]am avy avs




Representacao Matricial

* Produzem os mesmos resultados que as operacoes
vetoriais:
— V+W = (v ,V,, V3 )+ (W, Wy, W3)=(V+W VoW, Va+ws),
—aV=0olv, v, Vv;)=(av, av, av,)

O mesmo vale, naturalmente, para vetores no
plano.

* No teorema seguinte enunciamos as propriedades
mais importantes da soma de vetores e
multiplicacao de vetores por escalar.

Teoremas

* Teorema 1-Sejam U,V e W vetorese e
escalares. Sdo vdlidas as sequintes propriedades:
—(a)U+V=V+U;
— (b)) (U+V)+W =U + (V +W);
—(c)U +0=U;
—(d) U +(-U) =0;
—(e)a(pU)=(ap)U;
—fla(U+V)=aU+aV;
—(g)(a+pB)U=aU+ LU
—(h)1U=uU.




Exemplos

 Exemplo 3. Seja um triangulo ABC e sejam M e N os pontos
médios de AC e BC, respectivamente. Vamos provar que
MN é paralelo a AB e tem comprimento igual a metade do

comprimento de AB. c
« Devemos provar que: MN nwﬁ

Agora, a partir da figura acima Yy

temos que: )

MN=MC +CN . JP

Como M é ponto médio de AC e N é ponto médio de BC, entao

CN = ~CF MC==1c
N=— ==/
2 2
1 1 1. — — 1T—
MN=-AC+-CB==(AC+ CB) ==AB
2 2 2 2
Exemplos
e -k
Dados quatro pontos A, B, C e X tais que AX= A AB, vamos escrever CX como

— —
combinacao linear de CA e CB, isto é, como uma soma de multiplos escalares de

er e

CAeCB.

-k ok ek o
Como AX= A AB, entdo os vetores AX e AB sdo paralelos e portanto o ponto X s6

pode estar na reta definida por A e B. Vamos desenha-lo entre A e B, mas isto nao
representard nenhuma restricao, como veremos a seguir.

O vetor que vai de C para X, pode ser escrito como uma soma de um vetor que vai
de C para A com um vetor que vaide A para X, s

e e

l
CX=CA + AX . X

C
}mnqﬂna hipotese AX= A .,mw, o que implica que CX=CA +A AB.
Mas, AB=CB — CA, portanto CX=CA +A(CB — CA). Logo,

CX=(1_A)CA +ACB.




Exemplos

Observe que:

-4

e Se A =0, entio CX=CA.
e Se A =1, entiao _Humnﬁm
e S5e A =1/2, entao _HHH _w ﬁhm_ ._.W ﬁm,
e 5S¢ A =1/3, entao _HHH m _HL ._uw __wm,

A =1, entdo X pertence a um dos prolongamentos do segmento AB.

Se 0 < A < 1, entdo X pertence ao segmento AB, enquanto que se A < 0 ou

Produtos de Vetores

e Norma e Produto Escalar

* Javimos que o comprimento de um vetor V é definido
como sendo o comprimento de qualquer um dos
segmentos orientados que o representam.

* O comprimento do vetor V também é chamado de
norma de V e é denotado(a) por | | V] |.

* Segue do Teorema de Pitdagoras que a norma de um
vetor pode ser calculada usando as suas componentes,

por | .
V]|

Vo

no caso em que V = (vy, v,) é um vetor no plano, e por

r - o d
W d___...,_m Ty + Ty,

no caso em que V = (vy, V,, V5) € um vetor no espago (verifique usando as Figuras
12 e 13).




¥ M, D, D)

Figura 12 Figura 13

Norma

 Um vetor de norma igual @ 1 é chamado vetor unitario.

* A distancia entre dois pontos P = (x,, y,, ;) e Q = (x,, Y,, Z,)
é igual 4 norma do vetor PQ. Como

— — —
PQ=0Q — OP= (x3 —xq,¥2 —¥1,22 — 21),

entdo a distdncia de P a () € dada por

dist(P,Q) = || PQ || = v/ (x2 —x1)? + (12 —11)* + (z2 — 1)~

Analogamente, a distancia entre dois pontos P = (xq,17) e Q = (x5, ;) no plano é

l
igual a norma do vetor P, que é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = /(x; —x1)Z+ (y2 — y1)%




EXEMPLO

Anormadovetor V =(1,-2,3)é

5 5 —
V]| = /12 + (=2)* + 3% = V14
A distdncia entre os pontos P = (2, —-3,1)e Q = (—1,4,5) é

dist(P,Q) = || PO || = [|(=1-2,4— (=3),5-1)|| = ||(=3,7,4)]]

— iﬁhlm% +72 442 = /74,

Vetor Unitario

Se V = (v1, 72, v3) e @ € um escalar, entdo da defini¢do da multiplicacdo de vetor por
escalar e da norma de um vetor segue-se que

/ —
||aV]| = ||(avq, avo, av3)|| = \/ (avq)2 + (av2)? + (av3)? = {_ﬁh_”mm ._.ﬂw + qwu_ﬁ

ou seja,
aV|| = |a| [|V]].

Dado um vetor V nao nulo, o vetor

o= (i)

€ um vetor unitario na direcao de V, pois temos que

_:__L Vi =1

L
V]




EXEMPLO

Um vetor unitdrio na direcao do vetor V = (1, —2,3) é o vetor

1 1 1 —2 3
U=(—Vv=[—)(1-23) = 2
m_ v v m{_ﬂvﬁ ) _J.ﬂ V14 ,_.:,t

O dngulo entre dois vetores nao nulos, Ve W, é definido pelo dngulo # determinado
por V e W que satistaz 0 < 8 < 71, quando eles estdo representados com a mesma

origem .

Quando o dngulo A entre dois vetores V e W é reto (f = 907), ou um deles é o vetor
nulo, dizemos que os vetores V e W sdo ortogonais ou perpendiculares entre si.

PRODUTO INTERNO

e O produto escalar ou interno de dois vetores
V e W é definido por:

0 se V ou W é o vetor nulo,

v-w= V|| ||W||cos8,  caso contrario,

e em que @ é o angulo entre eles.




PRODUTO INTERNO

Quando os vetores sdo dados em termos das suas componentes nao sabemos direta-
mente o angulo entre eles. Por 1sso, precisamos de uma forma de calcular o produto
escalar que nao necessite do dngulo entre os vetores.

Se V e W sao dois vetores nao nulos e 6 € o angulo entre eles, entao pela lei dos
COSSenos,

IV =W(2=[V]* +[W]|* = 2[[V]|[|W]|| cos®.

Assim,

1
VoW = [[V|[[W]lcost = = (IIVIF+|IWIE - IV -W|?). @36

Ja temos entdo uma férmula para calcular o produto escalar que ndo depende dire-
tamente do angulo entre eles. Substituindo-se as coordenadas dos vetores em (3.6)
obtemos uma expressdo mais simples para o cdlculo do produto interno.

~ 8 W w

S

- 1
|

Y

Figura 14 Angulo entre dois vetores, agudo (a esquerda) e obtuso (a direita)

N VoW
\V-W

/ 8 11 ™ w

Figura 16 Triangulo formado por representantes de V, W e V — W. A esquerda o angulo entre V e W é agudo
e a direita é obtuso.




TEOREMA

V = (v1,v2,73) e W=(wy, wp, w3) sdo vetores no espaco, entdo substituindo-se
V||? = ﬂm + ﬂw + m_.mf

[|[W| _M = %m + Ew + :_m

[V = W2 = (v —w1)? + (02 — w2)? + (v3 — w3)?

em (3.6) os termos QW e mcw sdo cancelados e obtemos

V-W =oviw + vwr + vawn.

O produto escalar ou interno, V - W, entre dois vetores é dado por

V-W = ovywq + vawo,

se V = (v1,v2) e W = (w1, wy) sio vetores no plano e por

V-W = vywy + vwo + vaws,

se V = (v1,v2,v3) e W = (w,wa, wa) sido vetores no espaco.

EXEMPLO

Sejam V = (0,1,0) e W = (2,2,3). O produto escalar de V por W é dado por

V-W=vyuw+muwr+wmnw;=0-2+1-24+0-3 =2.

Podemos usar o Teorema 3.2 para determinar o angulo entre dois

vetores nao nulos, Ve W. O cosseno do angulo entreVe W é,
entao, dado por

V-W

cosfl = ————.
VI W

Se V e W sao vetores ndo nulos e £ € o angulo entre eles, entdo
1) #éagudo (0 <6 < 90°) se, e somentese, V- W > 0,
) B éreto(f =90°) se, e somentese, V-W =0e

c) 8 é obtuso (90° < 6 < 1807) se, e somente se, V - W < (.




Exemplo

* Vamos determinar o angulo entre uma diagonal de um cubo e
uma de suas arestas. Sejam V, =(1,0,0),V,=(0,1,0) eV, =
(0, 0, 1). Uma diagonal do cubo é representada pelo vetor D
dadoporD=V, +V,+V,=(1,1,1).

* Entdao o angulo entre D e V, satisfaz

D-W 1.1+0.14+0.1 1
cosf = — —

IDI[[Vil] (V124 12+12) (V12 + 02+ 02)

ou seja,

Teorema

Sejam U,V e W vetores e & um escalar. SGo
validas as seguintes propriedades:

(a) (comutatividade) UV = V.U ;
(b) (distributividade) U.(V +W) = UV + UW;
(c) (associatividade) o{U.V) = (aU).V = U.(aV);

(d)VV =||V]||?20, paratodoVeVV=0se,e
somente se, V =0.




Projecao Ortogonal

* Dados dois vetores V e W a projecao ortogonal de
V sobre W denotada por projw "

e &0 vetor que é paralelo a W tal que V - projw ¥ seja
ortogonal a W

W W

Proposicao

e Seja W um vetor nao nulo. Entao, a projecao ortogonal de um
vetor Vem W é dada por

_ V-W
proj,, V = h_ W] mu W,

Exemplo: Sejam V = (2,-1, 3) e W = (4,-1, 2). Vamos encontrar dois vetores V, e V, tais
que V=V, +V,, V, é paralelo a.W e V, é perpendicular a.W. Temos que
VW=2.4+(-1)(-1)+3 2=15

IW|[> =42+ (-1)* + 2> =21.

_ V-W 15 20 5 10
Vi = POl V= h __;_q__mu_u W= Aqv Trlu,,mw = ﬂ|ﬁ|l‘,|w

Vo=V-V1=(2-13)—(=,—

5
- 7' 7




Produto Vetorial

e VVamos, agora, definir um produto entre dois vetores,

/4

cujo resultado é um vetor.
e Porisso, ele € chamado produto vetorial.

» Este produto tem aplicagao, por exemplo, em Fisica:

— A forca exercida sobre uma particula com carga unitaria
mergulhada num campo magnético uniforme é o produto

vetorial do vetor velocidade da particula pelo vetor campo
magnético.

e W

h=|W|snb

E -

Sejam V e W dois vetores no espaco. Definimos o produto vetorial, V x W, como
sendo o vetor com as seguintes caracteristicas:

(a) Tem comprimento dado numericamente por

— [IVxWI[|=[[V[].[IW]]| sen 6
— ou seja, a normade V x W é numericamente igual a area do paralelogramo determinado
porVeW.

(b) Tem direcao perpendicularaVea W.

(c) Tem o sentido dado pela regra da mao direita: Se o anguloentreVe W é 6,
giramos o vetor V de um angulo @até que coincida com W e acompanhamos este

movimento com os dedos da mdo direita, entdao o polegar vai apontar no sentido de
VxW.




Teorema

e Da forma como definimos o produto vetorial é dificil o seu
calculo, mas as propriedades que apresentaremos a seguir
possibilitarao obter uma f drmula para o produto vetorial em
termos das componentes dos vetores.

 Sejam U,V e W vetores no espaco e & um escalar. Sdo validas
as sequintes propriedades:

(a) VxW =- (W x V) (anti-comutatividade).

(b) VxW umm@ e somente se, V= aW ou W = aV.
() (VxW).V=(VxW).W=0.

(d) qVxW)=(aV)xW=Vx(aW).

(e)Vx(W+U)=VxW+VxUe(V+W)xU=VxU+Wx U
(Distributividade em relacdo a soma de vetores).

Produto Vetorial

* Da definicao de produto vetorial podemos obter facilmente as

seguintes relacoes:
Agora, estamos prontos para

obter uma férmula que dé o
produto vetorial de dois
- vetores em termos das suas
componentes.

el o]
= ox
“'—-1.1 =]
Il
;o =
-l e Pt
% =} !
‘--u..l
I
|
it T B |
XX X
- D - |
1 T
| Tl ="
e




Teorema

* SejamV = (v, v,, v3) e W = (w,,w,,w;) vetores no espago.
Entao o produto vetorial V x W é dado por

[y, v [ U3 [ 02
VxW=(det| 2 ™2 |, —det| ! "3 | det| !
(i R P [0 L e un  dn

Para obter as componentes do produto vetorial V W procedemos como se
segue:

.. V| | vy v v
Escreva a matriz: * W # = * Wy Wy s %

Para calcular a primeira componente de V x W, elimine a primeira coluna
da matriz acima e calcule o determinante da sub-matriz resultante.

A segunda componente é obtida, eliminando-se a segunda coluna e
calculando-se o determinante da sub-matriz resultante com o sinal
trocado.

A terceira é obtida como a primeira, mas eliminando-se a terceira coluna.

Exemplo

e SejamV =1i+2]-2ke W = 37 +K. Vamos determinar o produto
vetorial V x W. Como

entao

. 2 -2 1 -2 1271\ _,
ﬁlemamﬁﬁc _Elam;m _Eaﬁﬁw n;vlﬁﬁlmrli.

— —

Usando os vetores i, j e k o produto vetorial V' x W, pode ser escrito em termos do “determinante”

gt
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V =« W = det
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Produto Misto

O produto (Vx W) .U échamado produto misto de
UVeW.

* O resultado abaixo mostra como calcular o produto
misto usando as componentes dos vetores
: - - T - e 2
* Teorema: Sejam U = uji + u,j + uzk, V= v i + v,j + v5k
- - ™ ~
e W =w,i+w,j +w;k. Entao,

vy U2 U3
(VxW)-U=det| wy w2 wj

Uy U2 U3
Exemplo
O produto misto dos vetores U = 2i —j + 3k, V = —i+ r.rﬂ._._ﬂ.m.\, e

W=5i+7—2ké

“ V1 T2 03 -1 4 1 ﬁ
(VxW)-U=det| wy wy w3 | =det 5 1 -2 | = —84.
ﬁ Wy M2 U3 2 -1 3




Equacdes dos Planos e Retas

* Equacao do Plano
— No plano a equacdo geral de uma reta é ax+by+c=0.

— No espaco um plano é o conjunto dos pontos P=(x,y,z) que
satisfazem a equacdo ax+by+cz+d=0, paraa, b,c, de R

— E chamada equag3o geral do plano.

— Existe uma analogia entre uma reta no plano e um plano
no espaco.
* No plano, a equacao de uma reta é determinada se forem dados
sua inclinacao e um de seus pontos.

* No espaco, a inclinacdo de um plano é caracterizada por um vetor
perpendicular a ele, chamado vetor normal ao plano e a equagao
de um plano é determinada se sao dados um vetor normal e um
de seus pontos.

N = {ab,c)




Proposicao

* A equacao geral de um plano 7 que passa por um
ponto P,=(X,,Y0,2,) € tem vetor normal N=(a,b,c) é
ax+by+cz+d = 0, (4.1) em que d=-(ax,+by,+cz,).

* Demonstracao:

Um ponto P = (x, y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, o vetor
Py P for perpendicular ao vetor N, ou seja,

N. P,P=0. (4.2)

e .

Como, _ﬁawH (x —x0, ¥ — Yo,z — Zp), @ equacdo (4.2) pode ser reescrita como

a(x —xg) +b(y —yo) +c(z—zp) =0,
ou seja,
ax + by +cz — (axg + byg +czp) = 0.

Planos Basicos




Planos Basicos

Exemplo

* Vamos encontrar a equacao do plano 7 que passa pelo
ponto P,=(1,-2,-2) e é perpendicular ao vetor N=(2,-1, 2).

» Solugdo:
Da Proposicao 4.1, a equacao do plano é da forma: ax + by
+cz+d =0, em que os coeficientes de x, y e zsao as

componentes do vetor normal, ou seja, a=2, b=-1 e c=2.
Assim, a equacao de x é da forma 2x-y+2z+d=0.

Para determinar o coeficiente d, ao invés de usarmos a
Proposicao 4.1, vamos usar o fato de que P,=(1,-2,-2)
pertence a 7. Mas, o ponto P, pertence a 7 se, e somente
se, as suas coordenadas satisfazem a equacao de 7, ou seja,
2.1-1.(-2)+2.(-2)+d=0.

Logo, d=2+2-4=0. Substituindo-se d = 0 na equacao anterior
do plano obtemos que a equacao do plano 7é 2x -y + 2z =
0.




Exemplo

A

Equacdes de Retas e Planos

No plano, a equacao de uma reta € determinada se forem dados

dois pontos da reta.

Analogamente, no espaco, a equacao de um plano é determinada
se sao dados trés pontos P,, P, e P; ndo colineares (isto é, nao
pertencentes a uma mesma reta). Com os trés pontos podemos

“formar” os vetores P,P, e P,P;.

N= 3. Wm * Py w.:

T — B =(x315%)




Exemplo

Vamos encontrar a mmsmnmo do plano 7 que passa pelos pontos

P, = (3,0,0),P =(0,1,0)eP; = (0,—1,1). Com os trés pontos podemos “for-
ok T

mar” os vetores P15 e Py P;. O vetor

11 11 111
N =P,P, x P Py= Illc Ilﬁllﬁl == =5
1Py x PP ) x( 55) = (3713
é um vetor normal ao plano. Assim, a equacao do plano é da torma

WH+ mq+ WH+& =0,

4 4= 2
em que os coeficientes de x,y e z sdo as componentes do vetor N. Para determinar
o coeficiente d, vamos usar o fato de que o ponto P; = TM:_P 0) pertence ao plano
. Mas, o ponto P; pertence a 71 se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a
equacdo de 71, ou seja,

1 1 1 1
M Mu_um _U_u_ll 0+d=0.

Logo, d = w, Finalmente, uma equacdo do plano m é

HH._.”_ +Hz ﬂlc
T S

ou multiplicando por 8, obtemos

x4+ 2y +4z-1=0.

Exemplo - Outra alternativa

Podemos encontrar a equacao do plano da seguinte forma. Como vimos
anteriormente, trés vetores, Pnu%\m e Ph@ sdo coplanares se, e somente se, o
produto misto entre eles é zero.

Assim, um ponto P=(x, y, z) pertence a 7 se, e somente se, P,P.(P,P,x P,P;)=0.
Mas,

— 1
PP = Tﬂlm;_:uu_
—— 11
— 1 11
.HU_.HU_ == P R
173 (=3 —33)
Entao, H
r—2 ¥ z 1 1. 1 1
_1 1 — ey _ _ _ _
det R m_m X NTrttwm-
7 7 2

e assim a equacao do plano é dada por

HH._.f._.f HIQ
T TR T

ou multiplicando por 8,

2x+2y+4z—-1=0




Observacao

* A equacado do plano também é determinada se ao invés de serem
dados trés pontos, forem dados um ponto P, do plano e dois
vetores paralelos ao plano, V=(v,, v,, v5) e W=(w,,w,,w;), desde
qgue eles sejam nao paralelos. Ou ainda se forem dados dois
pontos P, e P, do plano e um vetor paralelo ao plano V=(v,, v,, v3),
ja que neste caso podemos formar o vetor W=P,P,=(w,,w,,w;) que
é também paralelo ao plano.

* Nestes casos temos novamente Um_o menos duas maneiras de
encontrarmos a equacao do plano.

— Uma delas é observando que o vetor N=VxW é um vetor normal ao
plano. Desta forma temos um ponto do plano e um vetor normal ao
plano.

- A outra é observando que temos trés vetores paralelos ao plano:

* P,P=(x-x,,y-Y;,z-,), V e W. Como vimos anteriormente, os trés vetores sao
coplanares se, e somente se, o produto misto entre eles for zero, ou seja,

— r—on ¥y—n -2
PP - 2\ x W) = det ™M Uy g =0
M (L] o

&

Equacdes Parameétricas

e Além da equacao geral do plano podemos também caracterizar os
pontos de um plano da seguinte forma. Considere um plano 7, um
ponto P,=(x,y,2,) pertencente a e dois vetores V=(v,v,,v;) e
W=(w,w,,w;) ndo colineares, paralelos a 7. Um ponto P = (x, y, z)
pertence a 7 se, e somente se, o vetor P,P=(x-X,,y-Y, 2-2,) € uma
combinac3o linear de V e W, ou seja, se existem escalares t e s tais
que P,P=1tV + sW. (4.4)

e Escrevendo em termos de componentes (4.4) pode ser escrito
como (X-Xo,Y-Yo,2-2o) = (tv+swy,tv,+sw,, tvs+swy).

* Logo um ponto P=(x,y,z) pertence a 7 se, e somente se, satisfaz as
equacoes:

X Mt + wps
y , vt + wps  parat,s € R
znp + vt 4+ W3S

A

[
s &
+ +

s
.

I
I
=

Estas equacOes sao chamadas equagoes paramétricas do plano.




Exemplo

Podemos obter equacgdes paramétricas do plano do exemplo anterior
usando o fato de que ele passa pelo ponto P; = (1/2,0,0) e € paralelo

aos vetores P Py= (—1/2,1/2,0), P,Py= (—1/2,—1/2,1/2). Assim,

X = WITIT
y = 3t—1s parat,s e R
: = s

Equacoes da Reta

e Equacoes Paramétricas

* Vamos supor que uma reta r seja paralela a um vetor
V=(a,b,c) ndo nulo e que passe por um ponto Py,=(x,Y,2,). Um
ponto P=(x,y,z) pertence a reta r se, e somente se, o vetor P,P
é paralelo ao vetor V, isto &, se o vetor P,P € um multiplo
escalar de V, ou seja, P,P=t V. (4.5)

 Em termos de componentes, a equacao (4.5) pode ser escrita
como (X-X, Y-Y,2-2,)=(ta, tb, tc).

* Logo, x-x,=t.a, y-y,=t.b e z-z,=t.c. Ou seja, a reta r pode ser
descrita como sendo o coniunto dos pontos P=(x,y,z) tais que

xX = xp+ta

= yp+tbh, parateR. (4.6)

zp+1tc

As equacdes acima sao chamadas de equagoes paramétricas da reta. A reta r que

passa por um ponto P,=(X,,Y,,Z,) € € paralela ao vetor V=(a,b,c), esse é chamado vetor
diretor da retar.

[ I




* O parametro t nas equacoes (4.6) pode ser
interpretado como o instante de tempo, se o
ponto P=(x,y,z) descreve o movimento de uma
particula em movimento retilineo uniforme com
vetor velocidade V=(a,b,c). Observe que:
—parat=1,P=(xy, z) = (x,+0,y,+b,z,+C),
—parat=2,P=(xy, z) = (x,#20a,y,+2b,z,+2c)

— e assim por diante.

e As equacdes (4.6), podem ser reescritas como
(x,y,z)=(x,+at,y,+bt,z,+ct), que é chamada
equacao vetorial da reta r.

r

r
™~




Exemplo

A reta que passa por Py = (—3,3/2,4) e é paralela ao vetor
V = (—6,1,4) tem equacdes paramétricas
x = —3-—6t
r Yy = m + parat € R
z = 4444

Podemos encontrar a intersecao da reta r com os planos coordenados xy, yz e xz. A
equacdo do plano xy é z = 0, do plano yz é x = 0 e do plano xz é y = 0. Substituindo
z = 0 nas equacdes de r, obtemos t = —1, x =3 ey = 1/2, ou seja,

e 0 ponto de intersecao de r com o plano xy é

(x,y,z) = (3,=,0).

1
2
De forma analoga obtemos

e 0 ponto de intersecao de r com o plano yz é

(x,¥,2) = (0,1,2),

e 0 ponto de intersecdo de ¥ com o plano xz

(x,y,z) = (6,0, —2).

Equacdes na Forma Simétrica

e Se todas componentes do vetor diretor da reta r sao
nao nulos, podemos resolver cada equacao em (4.6)
para t e igualar os resultados obtendo o que
chamamos de equacgoes na forma simétrica de r:

Xp+ta
yo+tb, parateR.
zp+1tc

(SR
I

X—Xp  ¥Y—1HYo Z—2Zp
a b C




Exemplos

Exemplo 1: Vamos encontrar as equacOes paramétricas da reta r que passa pelos
pontos P; = (3,0,2) e P, = (0,3,3). O vetor

PP=(0-3,3-0,3-2) = (—3,3,1)

é paraleloareoponto P; = (3,0,2) pertence a r. Portanto, as equacdes paramétricas
der sdo
x = 3-3t
= 3t parat € R
= 2+t

[

Exemplo 2: Vamos encontrar as equacoes paramétricas da reta r, intersecio dos
planos

m o 2x+y+4z—-4
M : 2x—y+2z

0
0.

Vetores normais destes planos sdo
N1 =(2,1,4) e N; =(2,-1,2).

52 1




A reta r esta contida em ambos os planos, portanto é perpendicular a ambos
os vetores normais. Assim, a reta r é paralela ao produto vetorial N1xN2

Ny x Ny = ?ﬂ— L i,lnﬂ w m _,%Lw |w C — (6,4, —4).
Assim, V=N1xN2 = (6, 4,-4) é um vetor diretor de r. Agora, precisamos
encontrar um ponto da reta r. Este ponto € uma solucao particular do sistema
2x + y 4+ 4z — 4=40
2x — ¥y + 2z =0
Para encontrar uma solugao particular do sistema, atribuimos um valor a uma das

incognitas (neste exemplo podemos fazer x = 0) e resolvemos o sistema obtido, que
é de duas equacoes e duas incdgnitas

y + 4z — 4=0
-y + 2z =0

(4.7)

Obtemos entdo, y =4/3 e z = 2/3, ou seja, o ponto P,=(0, 4/3, 2/3) é um ponto da reta
r, pois é uma solucdo particular do sistema (4.7). Assim, as equacdes paramétricas de r
sao

X = _m_w
y = 4/344t paratodot € R. (4.8)
z = 2/3-—-4t

Exemplo

Achar as equacdes da reta r3 que intercepta as retas

¥ = 142t
ri: y = 144, paratodof c R
z = 0
e y—4
rn: x—2= S ez =3 e é perpendicular a ambas.
Um ponto qualquer da reta r{ € descrito por P, = (—1+ 2f,1+4£,0) e um ponto

qualquer da reta r; é da forma P, = (2 45,4 + 25, 3). Aqui € necessario o uso de um
- —

pardmetro diferente para a reta r;. O vetor Pr,Pr,= (3+5—25,3+25 —1,3) “liga”
um ponto qualquer de r{ a um ponto qualquer de r;. Vamos determinar f e s tais
-

que o vetor P, Pr, seja perpendicular ao vetor diretor V7 = (2,1, 0) de r1 e ao vetor
diretor V> = (1, 2,0) de r, ou seja, temos que resolver o sistema
ﬁ:_....._ﬂu Vi = 9445 -5 = 0
PrPr, V2 = 9455—-4 = 0
A solucdo deste sistema é ¢ = 1, s = —1. Logo I, = (1,2,0), P, = (1,2, 3) e
—
3 =Py Pr,= (0,0, 3). Assim, as equacdes paramétricas da reta procurada sao
x = 1
rs : ¥y = 2, paratodot c K.
zZ = 3t

Esta solucao usou o fato de que as retas sdo reversas, isto €, elas nao sio paralelas,
mas também nao se interceptam. Como seria a solucado se elas se interceptassem?




Angulos e Distancias

Angulo entre Retas

Com duas retas no espac¢o pode ocorrer um dos seguintes casos:

— As retas se interceptam em um ponto, ou seja, sdo concorrentes;

— As retas sao paralelas (ou coincidentes);

— As retas sao reversas, isto é, ndo sao paralelas mas também nao se interceptam.
Se as retas se interceptam, entao elas determinam quatro angulos, dois a dois

opostos pelo vértice. O angulo entre elas é definido como sendo o menor destes
angulos.

Se as retas r; e r, sdo reversas, entdo por um ponto P de r, passa um reta r’, que é
paralela ar,. O angulo entre r, e r, é definido como sendo o anguloentrer, e r’,
Se as retas sao paralelas o angulo entre elas é igual "a zero.

Em qualquer dos casos, se V, e V, sdo vetores paralelos a r; e r, respectivamente,
entdo o cosseno do angulo entre elas é cos(r1, r2) = [ cos 8/, em que @ ¢é o angulo
entre V, e V..

Lembrando que da definicao de produto escalar, podemos encontrar o cosseno do
angulo entre dois vetores, ou seja,
Vq-Va
cosf=—1 "2

VAl 1[Vall

Grafico




Sejam duas retas

Proposicao

O cosseno do émgulo entre ry e rp é

X1+t X = xx+ta;
1+ thy ry Yy = ya+thy paratodot € R
1+t Z = Ip+4tcoy
. . |Vy - Vs
cos(ry,r2) = |cos8| = =T s
VAl |[Val]

em que Vi = (ay, by, cq) e Vo = (ap, by, 02).

Exemplo

Encontrar o dngulo entre a reta

e areta

) x + yv — =z + 1 = 0
1 = 2 — ¥ + = = 0O
x = 2t
ra ¥y = 1—1t para todo i < K.
= — 243t

VWamos encontrar vetores paralelos a estas retas. A reta ry € dada como a intersecao
de dois planos, portanto o produto vetorial dos vetores normais dos dois planos &

paralelo a rq.

._w.._.._. — _......q”_ Mo =

cos(ry,rz)

My = (1.1,—-1),
__.r._ﬂn._ = ._”M ||._.-1 .H ”_...

1 -1 1 -1 1 1
ﬁ_.._.m_“_HI._ .__\.Ihrmﬁﬁm uga&mnﬁw 1 _U_HTH|H.|MJ._

& paraleloarie Vo = (2, —1,3) & paralelo a r2. Assim,

|[Va-Va| 0-2 4+ (—3)(—1)+ (—3)-3|

VAllITVall ~ OE - (—3R + (-3 -+ 22+ (—1)% + 32
|—6] _ 1

V18- 14 7

Portanto, o dngulo entre r1 e ra2 é

1

arcoos [ —) == 67°.

V7




Angulo entre Plano

* Sejam p, e p, dois planos com vetores normais
N,=(a,b,c,) e N,=(a,b,c,), respectivamente. O angulo
entre p, e p, é definido como o dngulo entre duas retas
perpendiculares a eles. Como toda reta perpendicular a
p, tem N, como vetor diretor e toda reta perpendicular
a p, tem N, como vetor diretor, entdo o cosseno do
angulo entre eles é dado por cos(p,, p,) = [cos 8] , em
que @é o dngulo entre os vetores normais N, e N, de p,
e p,, respectivamente.

* Portanto, o cosseno do angulo entre p, e p, é:
N7 - Ny
Nyl [|Nz]

Ccos( My, M2) =

Proposicao

e Sejam dois planos
—m:ax+by+c,z+d, =0,
—m,:a,x+by+c,z+d,=0.

* O cosseno do angulo entre ;e 7, €

Ny - N,
|| Nq [ [[N2]]

cos( M, M2 ) =

* em que N,=(a,,b,,¢,) e N,=(a,,b,,c,) sdao os
vetores normais de 7, e 7, respectivamente.




Dois planos 7z, e 7, ou sGo paralelos ou se cortam
segundo um reta. Eles sGo paralelos se, e somente se,
os vetores normais de 7z, e «,, séo paralelos, ou seja,
um vetor € um multiplo escalar do outro. Assim, 7e 7,
sdo paralelos se, e somente se, o dngulo entre eles é
igua

ad Zero

Exemplo

Determinar o angulo entre os planos cujas equacdes sio

m: x+y+z =0,
m: x—y—z =0.

Us vetores Normais a estes planos sao os vetores cujas componentes sio os coeficien-
tes de x, i e Z nas equacdes dos planos, ou seja,

Ni=(1,1,1)e N, =(1,-1,-1).
Assim, o cosseno do angulo entre 7y e 7T; é

Ny -No| 1
[Nu[[[N2]] - V3. 4/3

cos(7y, My ) =

| =

Portanto, o dngulo entre eles é

1 :
arccos ku_ = 70°.




Distancia de Um Ponto a Um Plano

Sejam Py=(X,,Y0,29) UM ponto qualquere 7:ax+ by +cz+d =
0 um plano. A distancia de P, a 7 é definida como sendo a
distdncia de P, até o ponto de & mais proximo de P,,.

Dado um ponto P, = (x;,y,,2,) de 7z podemos decompor o
vetor P,P,em duas parcelas, uma na dire¢ao do vetor normal
de 7, N=(a,b,c) e outra perpendicular a ele. A componente na
direcdo do vetor N é a projecao ortogonal de P,P, em N.

A distancia de P, a méigual a norma da projegéo, ou seja,
dist(Py, 77) = | | proj, P1Pyl |-
Temos que:

||projiy P10 Hni il ol el N| I_T,¢|H”._.

|INT[?




Proposicao

* Sejam P,=(x,,Y,,29) UM ponto qualquer e
T:ax+by+cz+d=0 um plano. A distancia de P,a 7 é
dada por

| PPy -N|
IN||

dist(Py, 77) = ||projy P1Po || =

em que N=(a,b,c) e P1=(x1,y1,z1) é um ponto de &
(isto é, um ponto que satisfaz a equacdo de 7).

Exemplo

Calcular a distancia entre o ponto ) = (1,2, 3) ao plano
m:x—2y+z—-1=0.

Fazendoz = O e y = 0 na equacdo de 7, obtemos x = 1. Assim, o ponto P; = (1,0,0)
pertence a 7.

PiPy=(1-1,2—0,3—0) = (0,2,3)

N =(1,-21).
Assim,
PPy -N|  [0-14+2(=2)+3-1 |=1] 1

dist( Py, 1) = ||projy P1Fy || = N~ VT (orsD = 7 = 7
! f... I . i a




Distancia de Um Ponto a Uma Reta

* Sejam P,=(Xy,Y0,Zo) um ponto qualquer e r uma reta. A
distancia de P, a r é definida como a distancia de PO ao ponto
de r mais préximo de Py,

Dado um ponto qualquer P;=(x,,y,,z,) de r podemos
decompor o vetor P,P, em duas parcelas, uma na dire¢ao do
vetor diretor V de r e outra perpendicular a ele.

A componente na direcao do vetor V é a projecao ortogonal
de P,P, em V. Como vemos na Figura abaixo

. Bo = (Xo, Yo, Zo)

n
r

(dist(Py,7))? + ||proj, PiP |[* = || PP |

ou seja,

y )

(dist(Py,))* = || P1Py [|* — |Iprojy Py Py |-

P = (x1,¥1.21)

.|_ V = (a.b,c)

proj, PiFy

)

Proposicao

Sejam Py = (x0, Yo, zo) um ponto qualquer e

X = x1+ta
y1 +tb paratodot € &
Z1+icC

-
it I
I

uma reta. A distancia de Py a r é dada por

| PPy xV|
V1|

dist( Py, r) =




Exemplo

Calcular a distancia do ponto Py = (1,—1,2) a reta

x 1+2t
ro y —t paratodot € R.
z = 2-3t

Um vetor diretordaretaréV = (2, -1, —=3) eum pontoder é P; = (1,0, 2). Assim,
P\ Py=(1-1,-1-0,2—2) = (0,—1,0),

PPy xV = (3,0,2),

PPy xV|| = V13 e ||V]| = V4.

Portanto,

—_—

PPy xV|  [13

v Vi

/

dist( Py, r) = |

Distancia entre Dois Planos

* Sejam dois planos 7, e 7,
quaisquer. A distdncia entre T, e
T, € definida como a menor
distancia entre dois pontos, um

paralelos, entao os planos sao
paralelos (ou coincidentes) e a
distancia entre 7, e 7, é igual a
distancia entre um ponto de um
deles, por exemplo P, de 7,, e 0
ponto de x,, mais proximo de P,
(Figura ao lado). Mas, esta
disténcia é igual a distancia de P,
a T,

f - - - - - - -

de 7z, e outro de 7,. P \,\\\\\, --
* Se 0s seus vetores normais nao \V\\W\W\W\\\\\\

sao paralelos, entao os planos \\\\\\\\\ S \\

sa0 concorrentes e neste caso a 2z i

distancia entre eles € igual a zero. T\

Se 0s seus vetores normais sao g E 1%




Exemplo

Osplanos m) : x+2y—2z2 -3 =0em : 2x+4y—42-7 =0
sdo paralelos, pois os seus vetores normais Ny = (1,2, —2) e N, = (2,4, —4) sdo
paralelos (um é maltiplo escalar do outro). Vamos encontrar a distancia entre eles.

Vamos encontrar dois pontos quaisquer de cada um deles. Fazendoz = 0ey =0
em ambas as equacdes obtemos x1 = 3e xp = 7/2. Assim, P; = (3,0,0) pertence a
m e P, =(7/2,0,0) pertence a 71p. Portanto, temos que

— mu|”. N
dist(mty, m2) = dist(m, Pr) = [[projy, PiP> || = %
N1
_ [(7/2-3,0-0,0-0)- (1,2,=2)] _ [(1/2)-14+0-240(=2)] _ 1

Distancia entre Duas Retas

* Sejam r, e r, duas retas quaisquer. A
distancia entre r, er, é definida
como a menor distancia entre dois
pontos, um de r, e outro der,.

e Para calcular a distancia entre duas
retas, vamos dividir em dois casos: ’
— Se os vetores diretores sao paralelos,
entdo as retas r, e r, sao paralelas (ou
coincidentes). Neste caso, a distancia
entre elas é igual a distancia entre um
ponto de r, e a reta r,, ou vice-versa,
entre um ponto de r, e aretar, (Figura
ao lado). Assim, temos que ry
| PPy x V3| P
[[V2l|
* emque P,eP,sdopontosderer,e
V,e V,sao vetores diretoresder,er,,
respectivamente

dist{ry,r2)

proj " PPy

P
=

|

dist(rq,r2) = dist(Py,r2) =




Distancia entre Duas Retas

Se os vetores diretores nao sao paralelos,
entao as retas sao reversas ou concorrentes.

Os dois casos podem ser resolvidos da mesma T2,
forma. Estas retas definem dois planos -
paralelos (que podem ser coincidentes, no
caso em que elas sdao concorrentes).

Um é o plano que contém rl e é paraleloar2,
vamos chama-lo de p1. O outro, contém r2 e é
paraleloarl, p2. O vetor N =V1 V2, é normal
(ou perpendicular) a ambos os planos, em que
V1 e V2 s3o os vetores diretores derl e r2
respectivamente. Assim, a distancia entre as
retas é igual a distancia entre estes dois planos
(Figura ao lado), ou seja,

dist{rq, r2)

Vi x Vo

PP -N PP (Vg x V-
dist(r1,r2) = dist(rmy, m2) = dist(71, Py) = | Hm__ || H_ mﬂ ﬁx _5 )
Em que P1 e P2 sdo pontosderler2eV1leV2
sao vetores diretores derl e r2,
respectivamente. Observe que se as retas sao
concorrentes a distancia entre elas é zero, pois
os vetores P1P2, V1 e V2 s3ao coplanares e
P1P2.(V1xV2)=0

Exemplo

Vamos determinar a distancia entre as retas

.Hlulm+~|ulm
T T T3 T e

e
= 142t
= — paratodot € .
= 2-—3t

r2

Mot =

As retas sdo paralelas, pois seus vetores diretores V] = (4, -2, —6)e Vo = (2, -1, -3)
sao paralelos (um é um multiplo escalar do outro, ou ainda as componentes
correspondentes sdo proporcionais). Além disso, o ponto P — (1, —1,2)
pertence a reta r1. Como dissemos acima, a distancia de rq a rp € 1igual

a distancia entre um ponto de r; e a reta ry . Assim, temos que

. . || PP, xVa||  [13
dist(ry, ) = dist( Py, 1) = =4/ —.
ist(rq, 72) ist(Py, 72) TVall V12




Exemplo

Determinar a distincia entre as retas
x+1 y—1
3 2

= t

2t paratodot £ R
1t

—

Fp

ro

B M
Il

Asretasry e rp sdo paralelas aosvetores Vy = (3,2,1)e V; = (1,2, —1) e passam pelos
pontos P; = (—1,1,0)e B = (0,0,1), respectivamente. As retas nio sio paralelas,
pois seus vetores diretores nao sio paralelos (observe que a 12 componente de Vy é 3
vezes a 1? componente de V3, mas as 2*'s componentes sio iguais). Logo,

P Ph=(0—(-1),0—1,1—0) = (1, -1,1).
Um vetor perpendicular a ambas asretasé N =V = Vo = (—4,4,4).

Este vetor € normal aos planos my (que contém ry e é paralelo a r2) e 72 (gue contém
rz & & paralelo a ry) Assim,
-
.Y
dist(ry,r2) = dist{m, .._.ﬂmu_ — dist(| m, P = %
1{—4)+(-1)-4+1-4] |—-4 1
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