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A questao posta pela operacéo derivada, era: dada uma funcéo f(x), encontrar<:
outra funcdo, digamos F(x), que é igual a f'(x), ou seja, igual a derivada de f(x).

F(x)=f(x)

Com a nova operacao que estudaremos, agora, a questao é, de certa forma,
posta de forma inversa. Isto é, dada a funcéao f(x), queremos determinar outra
funcao F(x), cuja derivada é igual a funcao dada:

F'(x)=f(x)
Definimos como primitiva esta funcao F(x) obtida com tal procedimento.

Consideremos f(x)=senx. Desejamos encontrar um outra funcéo F(x), tal que,
F"(x)=senx. Esta fungao procurada é F(x)=-cosx, pois F’(x)=senx.

Definicao 1. Diz-se que F(x) é uma primitiva da funcao f(x), no intervalo [a,b], se
em todos os pontos deste intervalo, tem-se F"(x)=f(x).

Note que, para f(x)=senx, a funcdo G(x)=-cosx +5 também tem sua derivada
igual a f(x); logo também ela é uma primitiva de f(x). Portanto, uma funcéo

lguer %ﬂ_ﬁ_ﬂm_m de uma primitiva.
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Outros exemplos: . L-z
4 ]
-H e

f(O)=x"" umaprimitiva & F(x)= T

f(x)=cosx uma primitiva é&: F(x)=senx

f(x)= M uma primitiva é:  F(x)=Inx
X
Mas as funcgdes:
4 3
ﬁ?&”“ﬂ+m MCQH%SX+M F(x)=Inx+a

Sao, correspondentemente, primitivas das funcdes dadas.

Teorema. Se duas funcgoes, Fi(x) e F2(x), sdo primitivas da funcao f(x), n
intervalo [a,b], entdo, a diferenca entre elas € uma constante.

Demonstracao. Pela definicao de primitiva, temos que as derivadas das F1(x)
e F2(x) sdo iguais a f(x):
F(x)=f(x)

| N{JN\CQH\CQ
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Definindo a diferenca de F1(x) e F2(x) como uma nova funcao G(x), 8838
G(x) = F (x)— F,(x)
Calculando agora a derivada de G(x), temos:
G'(x)=F/(x)- F,(x)

G(x)=f(x)—f(x)=0
G(x) = F,(x)— F,(x) = Constante

Basta entao conhecer uma primitiva, pois as demais diferem apenas de uma

constante PnAamne an ._.mD acrravar nara a nrimitiva da 11ima fiinecan f(y) -

cc..c..g_ 1L\ I \VAV LA R RLAV.S BB WA R IITLV VIS L V] RWE A | —r\g_r\rﬂ\r—'\_.._:r_<£ \VAVERVIERI® ] _c__%n\—c _/\/\ L]
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Definicdao 2. Denomina-se Integral indefinida de uma funcéo f(x) a opetacas'dé’
determinagdo da expressao da primitiva dessa fungao, F(x)+C; esta operacéo &
simbolicamente representa por

J £ (o
Portanto, da definicdo, teremos

?8& =F(x)+C

com
F'(x)= f(x)

Propriedades:
Em virtude da definicao da operacao, temos que a derivada de uma
integral indefinida é igual a funcao dada, ou integrando:

’ ’

([ f(0)dx) =(Fx)+C) =F'(x)= f(x)
DeVry G
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A diferencial de uma integral indefinida é igual a expressao no integrando
d([ f()dx)=(F(x)+C) dx=F(x)dx = f(x)dx

Lembrando que a diferencial de uma fungao é a sua derivada vezes a
diferencial da variavel independente e usando o resultado anterior

A integral indefinida da diferencial de uma dada funcao é igual a prépria
funcao mais uma constante

[ IF (= F(\+C
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exemplos: . \-z
]

[ x*dx Fungao Derivada A A
. . A x
[ X 5x
X dx 5
.. .XA N_..x\.w .Xum_.
senx dx . X
] .
cos xdx 1 Ccosx
X2
senx
COS X
In x
= SENX
I I
COS” X X
. X )
e
< dx e
Y cos’ x .w 1gx
X
DeVry W/
m.....w:

Outras propriedades: | 2

Teorema. A integral indefinida da soma algébrica de duas fungoes é 4'86ma’ "
algébrica das integrais indefinidas dessas funcoes:

[(F0+ () dx=] f(x)dx+[ g(x)dx
Demonstracao. Calculando a derivada dessa integral temos:
(J(f0+g)dx) = f(x0)+g(x)

Mas pela propriedade demonstrada antes

’

F) = (] f(0d)

g0 =([ g(x)dx)
Entao

((reo+em)ax) =([ roodx) +(] godx)

O resultado a direita é o que se obtém calculando a derivada do membro
direito da tese do teorema

| f(x)dx+ ._. g(x) SQV\ = :. \C@&avx + C g(x) &xvx
DeVry rm
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Teorema. Pode-se retirar um fator constante de dentro do sinal de Sﬁm@&nmo

% of (x)dx = & F(x)dx

Demonstracao. Calculando a derivada dessa integral temos:

’

A%nxﬁxv&xv“unxAxv

Mas pela propriedade demonstrada antes
of (x)=c([ f(x)dx)

/7

=ntao A%nxAxv&x%”umA_\Axv&x%

O resultado a direita € o que se obtém calculando a derivada do membro
direito da tese do teorema

/7 7
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Nem sempre temos pela frente o calculo de uma integral de uma funcgao
elementar, mas de uma composicao delas. Por exemplo

.q sen’xcos xdx

POR MUDANGCA DE VARIAVEL

Entretanto, fazendo algumas transformacdes, por mudancga de variavel,
podemos chegar a expressdes com funcdes elementares. No exemplo, se

olharmos com cuidado, vemos que :
cos xdx = d(senx)

Podemos entéo fazer a transformagéo U = Senx
entao
du = cosdx
A integral torna-se: 3
u
2 3
._.: &:HMH%: x+C
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TECNICAS DE INTEGRACAO
OBJETIVO: Apresentar técnicas para determinar a fungédo F(x) —
conhecida como primitiva — tal que F’(x) = f(x) ou:

._,mcc dx = F(x)

As principais técnicas de primitivagao, para FUNCOES DE UMA
VARIAVEL sao:

— INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO DE VARIAVEL
— INTEGRAGCAO POR PARTES

— INTEGRACAO POR DECOMPOSICAO EM FRACOES
PARCIAIS

— INTEGRAGAO UTILIZANDO mcmm._._._.c_OOmm (POR MEIO
DE IDENTIDADES) TRIGONOMETRICAS

Seguem algum exercicios onde estas técnicas séo aplicadas.

DeVry G
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EXERCICIO 01

Calcular .Txm +1) 2x dx

Solucao
INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

du
ia U = x2 —=2x
Sejau=x2+1 _HV i
Logo: 2xdx = du

Assim, a integral dada pode ser escrita como:

?:g du
51 2 51
Tamo%n=|+ouE+o
51 51
]
DeVrv (
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EXERCICIO 02

Calcular ._.moix +9)dx

Solucao
_Z._.mm_x>©>O POR mcwm._._._.c_@m,O

du
Sejau=x+9 _HV %HH

Logo: dx =du

Assim, a integral dada pode ser escrita como:

F

._.moicv du
... sen(u)du = —cos(u)+C = —cos(x+9)+C
"
DeVry (
Brusil 04 de37
EXERCICIO 03 ey ey

Calcular To:N (x) cos(x)dx

Solucao
_Z._.mmw>©>O POR mc_wm._._._.c_ou,o

Seja u = sen(x) _HV m|: = cos(X)
X

Logo: cos(x)dx = du

Assim, a integral dada pode ser escrita como:

§5NQ:
3 3
?Jﬁ:ﬂ%n%%
Ly
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EXERCICIO 04
VX

Calcular | —=dx
I

Solucao
_Z._.m®w>©>O POR mc_wm._._._.c_Ou,O

3

Sejau = Jx
o o4l o 1o 11
dx  dx 2 2 1ooJx
NN
Logo: dx =du
N)\|
Antes da substituicdo, a funcao dada sera escrita de outra
forma.
7y
DeVry (
Brusil 06 des7
N
e e 2 1 : :
—dx=|— dx = No dx
% Jx 1 2Jx J 2x

Assim, a integral dada pode ser escrita como:

outra maneira de chegar aqui
sem manipular a fungé@o

._.N@,j dx = '_.N@ du < dada é fazendo (pagina 08):
N)\| ! dx=du = Paxnwac
L 2Vx Vx
T% du HNTC du=2e"+C=2e"* +C
Jx
. e I
Ouseja:l | —=dx=2e"" +C
] Jx

DeVry G
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EXERCICIO 05
Calcular _.xw)\xL dx
Solucao

INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

Sejau=x-1

Logo: dx =du

Seu=x-1
Entdo x=u+1
X2 = (u+1)2

X2=U%+2u+ 1

Assim, a integral dada pode ser escrita como:

DeVry G

Erusil
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._.A:N +M:+C)\M du

ou:
1 1 1 1

._.A:N +N¢+C:m du H._. u?u? +2uu? +1u? | du

S 31
H_. u?+2u?+u? |du

Portanto:
503 1 o ELIEL
%:N+N:N+:N ans +m= +: +C
5 3 1
41 S+l —+1
2 2 2

DeVry G
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Finalmente:
5 3001 7 5 3
._. u?+2u?+u? Q:HW:N+M:N+W:N+O

Escrevendo em termos de x:

7 5 3

TN,\T_ dx = WoTcN +m@|% +w@|% +C

g
—.U m.M\u.H..MH ( 10 ded7
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EXERCICIO 06
Calcular Tﬂox dx
Solucao

INTEGRACAO POR PARTES
A integral dada deve ser escrita na forma .—:9\.

Seja, portanto:

..... u=x dv=e*dx | Entao
du =dx
_.N@x QN ....... ._.Q<H._.oxax — v=|e'dx=¢"

—xovdxu,mﬁ_.:az\nf\l‘_./&:wﬂx% I.—ox dx =xe* —e* +C

a constante C pode ser
incluida apenas no final.

"
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EXERCICIO 07

Calcular ._.xwo; dx

¥

Solucao

INTEGRACAO POR PARTES
Seja:

u=x’ dv=e""dx

Assim:

du =2xdx

._.Q< = ._.oidx — v= ...oidx =— "

Portanto:
‘—xwoéax = .? dv=uv- ._. vdu=—x%e* I.—To;v 2xdx

DeVry G
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._.xwoldx =—x%e " + N._.xoé dx (1)

A ultima integral é semelhante a original, com a excecao de
que x2 foi substituido por x.

Outra integracao por partes aplicada a

._, xe "~ dx
completara o problema.
Seja:
u=x dv=e""dx

DeVry G
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Assim:
du =dx
._‘9\ = ._.oidx — v= ._'olxax =—e "

Portanto:

.—xméax H._.:Q<Hs<|,—<ac =—xe * I._.Alo;vax

ou:

._.xoémx =—xe " + ._.o|x dx U“rlxo; —e " +C, ! (2)

Substituindo (2) em (1) resulta:

DeVry G
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._.xwoiax —_—x2e7* +NT$; dx Py
=—xe 4 NT xe” —e "+ OL
= X% —2xe ¥ —2e™ +2C,

Portanto:

._.xwolxax =—(x>+2x+2)e *+C

DeVry G
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EXERCICIO 08
4 3 2
Determinar ._.wx +4x° +16x +Nox+oax
(x +2)(x* +3)°
Solucao

_z._.mmzm>o>o UTILIZANDO DECOMPOSICAO EM
FRACOES PARCIAIS: Fracdes proprias

O integrando é uma fragao propria, uma vez que o numerador
possui grau 4 e o denominador possui grau 5.

Pela regra do fator linear, o fator (x + 2) no denominador introduz
o termo:

A
X+2

DeVry G
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Pela regra do fator (quadratico) repetido, o fator (x2 + 2)?
presente no denominador introduz os termos:

wx+0+ Dx+E

x*+3  (x*+3)°

Assim, a decomposicdo em fracdes parciais do integrando é:

3x* +4x° +16x% +20x +9 A Bx+C Dx+E
2 2 = T T 2
(x +2)(x* +3) Xx+2  x243  (x2+43)

Multiplicar os dois lados da equacao por (x + 2)(x? + 3)?

4 3 2
Oi.wv@m+mvmwx +4x +5w +NNox+© — (x+2)(x2 +3)>2 A
x+2)(x"+3) x+w
Bx+C Dx+E
X+2)(x2+3) T (x+2)(x*+3) =
(+2)743) 5 e D) S

DeVry G
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que resulta:

3 +4x3 +16x% +20x +9 = (x* +3)? A + (x +2)(x2 +3)(Bx+C) +
x+2)(Dx+E)

Expandindo o lado direito e reagrupando termos semelhantes
resulta:

3x* +4x3 +16x% +20x+9 = (A+B)x* +(2B+C) x> +
(6A +3B+2C+D)x* +
(6B+3C+2D+E)x +
(6C +9A + 2E)

Equacionando os coeficientes correspondentes de cada lado,
obtém-se um sistema de cinco equacdes algébricas lineares em 5
incoégnitas:

DeVry G
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3

(A+B=3

2B+C=4

6A +3B+2C+D =16
6B +3C+2D+E =20
9A+6C+2E =9

A solucao deste sistema resulta:

A=l B=2 C=0 D=4 E=0
Portanto:
3x* +4x3 +16x% +20x +9 1 2x 4x
2 2 = T Tt 2
x+2)(x"+3) Xx+2 x“+3 (x“+3)

DeVry G
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Logo: o
4 3 2 . .
.qu +4x +3w +Wox+©ax _ 1 dx + Wx dx +.‘. mhx Nax
xX+2)(x"+3) Jx+2 J x°+3 x“+3)
= x4+ | —= %_ih._. o dx
| X+2 Sodx +3 x"+3)
u=x+2
du

—=1 = du=dx

._.H% = ._.w%ns?To =  Injx+2+C
u

o
>

—=2x = du =2xdx

= 20 de37
Erusil ©
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1 2x £ ox BOAVIACEM
= |‘. dx + |—.N| dx + m_."_ j&bﬁ
X+2 X +3 ) (x7+3)

._.%an._.xc%+wvwm dx

7y
w u=x2+3 = du =2x dx = Q%mex m
m —2+1 m
: %@~+$$xax = 1 udu = _ﬁ: %Hl_ = |\\W\\+O

| 2 2| -2+1 2u 2(x% +3) m

E, finalmente:
3x* +4x3 +16x% +20x +9 2
._, 3 > dx = _:7+N7 + _:TN+w7 — N|+O
(x+2)(x"+3) X°+3

DeVry G
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EXERCICIOS 09

INTEGRACAO DE POTENCIAS QUADRATICAS DAS
FUNGOES TRIGONOMETRICAS SEN(X) E COS(X)

Sejam as identidades trigonométricas:

>  1—cos2x 5 14+cos2x
sen X =————— COS X =———

2 2

Assim,

Jrentxde = [F=0 2 dx = L fax = foosdxdx o s

2 2

1] x| 1[sen2x

— =] === P o Sy

210+1| 20 2

X sen?2x
——+C

.—‘mmbmxﬂ ) 1 e e

DeVry G
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Da mesma forma, e utilizando a outra identidade trigonométrica:™

cos’x=—+—+C

.— ’ X sen2x
2 4

A integral
._.moswx cos’x dx

pode ser resolvida fazendo:

'_.moswx cos’x QMwu._. 1—cos2x [ 1+ cos2x dx
2 2

= _.W (1- OOmeVW (1+cos2x) dx

2
HM 1—cos?2x Jdx
!ffcora)

DeVry G
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Hw._._axlwm_.oo%wxax

x_xmﬂix
= —4—

4 4|2 8

X sendx
=———+C

8 32

DeVry G
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sen2u
4

@

u
=—+
4

sen2u X

8

=+
2
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EXERCICIO 10

Determinar .-.Ax +2)sen(x” +4x —6) dx

Solucao

INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO
Seja u=x>+4x-6

Entao:

du
=2x+4
dx

du=(2x+4)dx=2(x+2)dx

DeVry G

Era v.._,_
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Mas: S —— "
.?ismmgam +4x—6)dx
. du
Logo, seja: Mn@+wvax
Assim,

.?x +2)sen(x” +4x —6)dx = ._,mo:?v QM: = W.—.mg?v du

Sabe-se que:

...mo:?v du=—-cos(u)+C r---mmmmme TABELA

o 26 de37

Entao:

_.@ +2)sen(x* +4x —6) dx = wToom@ +0)

Portanto:

._,Ax+wv sen(x* +4x —6) dx = IWOOm@N +4x-6)+C

DeVry G
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EXERCICIO 11

X
—d
)\xw._.vié

Determinar ._.

Solucao
_Z._.mom>©>o POR mcwm._._._.c_0>0
Seja u=x2+x+ 1

Entao:

Mlsuwxi ) du=(2x+1)dx
X

Na integral original, fazer:

._. X anw.‘. _Nx _._. +1-—1:
Vx?+x+1 2 Vx?+x+1 2

o ]
DeVry (
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Mas:

M._, 2x+1-1 dx _ .—. 2x +1

QxWI._,
VxZ+x+1 Vx? +x+ Vx? +x+

1 INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

1 2x +1
I.-. A ._.|Q= ver detalhes na pagina anterior
<x +x+1
1 1
101 it | e
—_— = — 2 = — = — | = 2 =
N._.< du N_.: du e ol u )\M
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2  TABELA

du=Injlu++va’+u?|+C

1
...)\mflm

A segunda integral a ser resolvida esta (ou pode ser colocada)
na forma acima:

1

1 1
|qul.—.
w.‘.)\xm.rx.l 2

onde:

1 3

u=x+— du =dx a=—
2 2

DeVry G
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Portanto:

2
X =X 4xtl—tin|x 4+ m+mx+$ +C

2 2 4

31 de37
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EXERCICIO 12

w
Determinar ._.Eax
X —X

Solucao

_ZAmo_zm>©>O UTILIZANDO DECOMPOSICAO EM
FRACOES PARCIAIS: Fragbes improprias

O primeiro passo € realizar uma divisdo no integrando e fazer
aparecer fragdes proprias.

9x> +0x% -3x +1 x> —x°2
9x> —9x? 9
9x% —3x +1

0x>=3x+1 _ _ 19x>—3x+1 fragao propria
1 j = c l_lm| |
X" —X POXT —X

DeVry G
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3 2
... Ox wx.laxu._.o.rox wx+HQx
X

2 2
X’ —X S —x

¥ F9x% —3x +1

=|9dx + | ————dx
o [ xwlvﬂw

. c0v2
_[ogx 4 [2X 3%+,

J J xX*(x-1)

DECOMPOSICAO EM FRACOES PARCIAIS

9x*-3x+1 A B C

= — 4 —
x?(x=1) x NNJT_V
Nl
ST:EHxNoTcW+%@LVWINAT: ¢
x“(x—1) X X (x=1)

9x? —3x+1=(A+C)x*+(-A+B)x-B

DeVry G

33 de37
Erasil




3

A+C=9
—-A+B=-3 1 A=2 B=-—1 C=7
~B=1
.-.cmx+.-, wa+_ax
X Ax 1)
H._,©Qx+.q WIFN+ ! dx
X X (x-1)
H.—oax+._.maxl.-.hmmx+ ! d
X X J(x-1)
1
=9x+ 2In|x|+ —+7In[x -1|+C
X
Ny
DeVrv (
mn.n......wun._ 34 de37
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EXERCICIO 13 SAVISEEM

dx

1
3

Dmﬁm::_:mq.— 5
X" +X"—2x

Solucao

INTEGRAGAO UTILIZANDO DECOMPOSIGAO EM
FRACOES PARCIAIS: Fatores lineares nao repetidos

1 1 ~ 1

x> +x2-2x x@w+xlwv - x(x-1)(x+2)

A B C
+

b
I
[
~— | —
~
Pl
-+
\®)]
~—
d
~
v
I
P—
~—
—_

x( v 4+ )
/ /\’ t\

Multiplicando os dois lados da igualdade por x(x—1)( x+2) e
rearranjando resulta:

1=(A+B+0)x*+(A+2B-C)x—2A

DeVry G
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Portanto:

A+B+C=0
A+2B-C=0
—-2A =1

) >H|M

E, finalmente:

| | | |

= + +
x(x=-D(x+2) 2x  3(x-1) 6(x+2)

Logo:

dx

1 11 1 1
]
X +x°—=2x 2J x 3J x—1

Qx+w... !
6J x+2

dx

dx IMEE +w£x|: +
2 3

1
._' x> +x2%—2x

M_:
6

x+2[+C

DeVry G
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