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A
 questão posta pela operação derivada, era: dada um

a função f(x), encontrar 
outra função, digam

os F
(x), que é igual à f´(x), ou seja,  igual à derivada de f(x).

C
om

 a nova operação que estudarem
os, agora, a questão é, de certa form

a, 
posta de form

a inversa. Isto é, dada a função f(x), querem
os determ

inar outra 

(
)

´(
)

F
x

f
x

=

A
 N

O
Ç

Ã
O

 D
E

 P
R

IM
IT

IV
A

´(
)

(
)

F
x

f
x

=

posta de form
a inversa. Isto é, dada a função f(x), querem

os determ
inar outra 

função F
(x), cuja derivada é igual à função dada:

D
efinim

os com
o p

rim
itiva

esta função F
(x) obtida com

 tal procedim
ento.

C
onsiderem

os f(x)=
senx. D

esejam
os encontrar um

 outra função F
(x), tal que, 

F
´(x)=

senx. E
sta função procurada é F

(x)=
-cosx, pois F

´(x)=
senx. 

D
efin

ição
 1. D

iz-se que F
(x) é um

a p
rim

itiva
da função f(x), no intervalo [a,b], se 

em
 todos os pontos deste intervalo, tem

-se F
´(x)=

f(x).

N
ote que, para f(x)=

senx, a função G
(x)=

-cosx +
5 tam

bém
 tem

 sua derivada 
igual a f(x); logo tam

bém
 ela é um

a prim
itiva de f(x). P

ortanto, um
a função 

qualquer adm
ite m

ais de um
a prim

itiva.



O
u

tro
s exem

p
lo

s:

3
(

)
f

x
x

=
um

a prim
itiva é:

4

(
)

4
F

x
x

=

(
)

co
s

f
x

x
=

(
)

F
x

sen
x

=

1
(

)
f

x
=

um
a prim

itiva é:

(
)

ln
F

x
x

=
um

a prim
itiva é:

(
)

f
x

x
=

(
)

ln
F

x
x

=
um

a prim
itiva é:

M
as as funções:

4

(
)

5
4 x

F
x

=
+

3
(

)
4

F
x

sen
x

=
+

(
)

ln
F

x
x

a
=

+

S
ão, correspondentem

ente, prim
itivas das funções dadas.

Teo
rem

a. S
e duas funções, F

1(x) e F
2(x), são prim

itivas da função f(x), no 
intervalo [a,b], então, a diferença entre elas é um

a constante.
intervalo [a,b], então, a diferença entre elas é um

a constante.

D
em

o
n

stração
. P

ela definição de prim
itiva, tem

os que as derivadas das F
1(x) 

e F
2(x) são iguais a f(x):

12 ´(
)

(
)

(́
)

(
)

F
x

f
x

F
x

f
x

==

1
2

(
)

(
)

(
)

G
x

F
x

F
x

=
−

D
efinindo a diferença de F

1(x) e F
2(x) com

o um
a nova função G

(x), terem
os

C
alculando agora a derivada de G

(x), tem
os:

C
alculando agora a derivada de G

(x), tem
os:

1
2

1
2

´(
)

(́
)

´(
)

´(
)

(
)

(
)

0

(
)

(
)

(
)

C
o

n
stan

te

G
x

F
x

F
x

G
x

f
x

f
x

G
x

F
x

F
x

=
−

=
−

=

=
−

=

B
asta então conhecer um

a prim
itiva, pois as dem

ais diferem
 apenas de um

a 
constante. P

odem
os então escrever para a prim

itiva de um
a função f(x)

:
constante. P

odem
os então escrever para a prim

itiva de um
a função f(x)

:

(
)

F
x

C
+



D
efin

ição
 2. D

enom
ina-se In

teg
ral in

d
efin

id
a

de um
a função f(x) a operação de 

determ
inação da expressão da prim

itiva dessa função, F
(x)+

C
; esta operação é 

sim
bolicam

ente representa por

(
)

f
x

d
x

∫∫
P

ortanto, da definição, terem
os

(
)

(
)

(
)

(
)

f
x

d
x

F
x

C

co
m

F
x

f
x

=
+

′
=

∫

P
ro

p
ried

ad
es:

E
m

 virtu
d

e d
a d

efin
ição

 d
a o

p
eração

, tem
o

s q
u

e a d
erivad

a d
e u

m
a 

in
teg

ral in
d

efin
id

a é ig
u

al à fu
n

ção
 d

ad
a, o

u
 in

teg
ran

d
o

:

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

f
x

d
x

F
x

C
F

x
f

x
′

′
′

=
+

=
=

∫

P
ro

p
ried

ad
es:

A
 d

iferen
cial d

e u
m

a in
teg

ral in
d

efin
id

a é ig
u

al à exp
ressão

 n
o

 in
teg

ran
d

o

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

d
f

x
d

x
F

x
C

d
x

F
x

d
x

f
x

d
x

′
′

=
+

=
=

∫
Lem

brando que a diferencial de um
a função é a sua derivada vezes a 

diferencial da variável independente e usando o resultado anterior

A
 in

teg
ral in

d
efin

id
a d

a d
iferen

cial d
e u

m
a d

ad
a fu

n
ção

 é ig
u

al à p
ró

p
ria 

fu
n

ção
 m

ais u
m

a co
n

stan
te

(
)

(
)

d
F

x
F

x
C

=
+

∫
(

)
(

)
d

F
x

F
x

C
=

+
∫



exem
p

lo
s:

43

x
d

x

x
d

x

sen
x

d
x

∫∫∫

5
4

4
3

3
2

F
u

n
çao

D
eriv

ad
a

543

x
x

x
x

x
x

54

5 xx

2

co
s

sen
x

d
x

x
d

x

d
xxd
xx

∫∫∫∫

3
22

3

1
1

co
s

co
s

1

x
x

x
x

sen
x

x

x
sen

x

tg
x

−−

4co
s

ln

1

x

sen
xxx

−−

2
co

s

x
e

d
x

d
x

x

∫∫

2
co

s

1
ln x

x

tg
x

x

e
e

x
x

x x

etg
x

−

O
u

tras p
ro

p
ried

ad
es:

Teo
rem

a. A
 integral indefinida da som

a algébrica de duas funções é a som
a 

algébrica das integrais indefinidas dessas funções:

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

f
x

g
x

d
x

f
x

d
x

g
x

d
x

+
=

+
∫

∫
∫

D
em

o
n

stração
. C

alculando a derivada dessa integral tem
os:

D
em

o
n

stração
. C

alculando a derivada dessa integral tem
os:

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

f
x

g
x

d
x

f
x

g
x

′
+

=
+

∫
M

as pela propriedade dem
onstrada antes

(
)

(
(

)
)

(
)

(
(

)
)

f
x

f
x

d
x

g
x

g
x

d
x

′
=

′
=

∫∫
E

ntão

(
)

(
)

(
)

(
)

′
′

′
+

=
+

∫
∫

∫
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
f

x
g

x
d

x
f

x
d

x
g

x
d

x
′

′
′

+
=

+
∫

∫
∫

O
 resultado à direita é o que se obtém

 calculando a derivada do m
em

bro 
direito da tese do teorem

a

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

f
x

d
x

g
x

d
x

f
x

d
x

g
x

d
x

′
′

′
+

=
+

∫
∫

∫
∫



Teo
rem

a. P
ode-se retirar um

 fator constante de dentro do sinal de integração

(
)

(
)

cf
x

d
x

c
f

x
d

x
=

∫
∫

D
em

o
n

stração
. C

alculando a derivada dessa integral tem
os:

D
em

o
n

stração
. C

alculando a derivada dessa integral tem
os:

(
)

(
)

(
)

cf
x

d
x

cf
x

′
=

∫

M
as pela propriedade dem

onstrada antes

(
)

(
)

(
)

cf
x

c
f

x
d

x
′

=
∫

E
ntão

(
)

(
)

(
)

(
)

cf
x

d
x

c
f

x
d

x
′

′
=

∫
∫

(
)

(
)

(
)

(
)

cf
x

d
x

c
f

x
d

x
′

′
=

∫
∫

O
 resultado à direita é o que se obtém

 calculando a derivada do m
em

bro 
direito da tese do teorem

a

(
)

(
)

(
)

(
)

c
f

x
d

x
c

f
x

d
x

′
′

=
∫

∫

P
O

R
 M

U
D

A
N

Ç
A

 D
E

 V
A

R
IÁ

V
E

L

N
em

 sem
pre tem

os pela frente o cálculo de um
a integral de um

a função 
elem

entar, m
as de um

a com
posição delas. P

or exem
plo

2
co

s
sen

x
x

d
x

∫
2

co
s

sen
x

x
d

x
∫

E
ntretanto, fazendo algum

as transform
ações, por m

udança de variável, 
podem

os chegar a expressões com
 funções elem

entares. N
o exem

plo, se 
olharm

os com
 cuidado, vem

os que : 

co
s

(
)

xd
x

d
sen

x
=

P
odem

os então fazer a transform
ação

u
sen

x
=

co
s

en
ta

o

d
u

d
x

=

A
 integral torna-se:

3
2

3

3 u
u

d
u

sen
x

C
=

=
+

∫



T
É

C
N

IC
A

S
 D

E
 IN

T
E

G
R

A
Ç

Ã
O

O
B

JE
T

IV
O

:A
presentar técnicas para determ

inar a função F
(x)

–
conhecida com

o prim
itiva –

tal que F
’(x) =

 f(x)
ou:

∫
=

F
(x

)
d
x

 
f(x

)
∫

=
F

(x
)

d
x

 
f(x

)

A
s principais técnicas de prim

itivação, para F
U

N
Ç

Õ
E

S
 D

E
 U

M
A

 
V

A
R

IÁ
V

E
L são: 

–
IN

T
E

G
R

A
Ç

Ã
O

 P
O

R
 S

U
B

S
T

IT
U

IÇ
Ã

O
 D

E
 V

A
R

IÁ
V

E
L

–
IN

T
E

G
R

A
Ç

Ã
O

 P
O

R
 P

A
R

T
E

S

–
IN

T
E

G
R

A
Ç

Ã
O

 P
O

R
 D

E
C

O
M

P
O

S
IÇ

Ã
O

 E
M

 F
R

A
Ç

Õ
E

S
P

A
R

C
IA

IS
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S
eguem

 algum
 exercícios onde estas técnicas são aplicadas.

P
A

R
C

IA
IS

–
IN

T
E

G
R

A
Ç

Ã
O

 U
T

ILIZ
A

N
D

O
 S

U
B

S
T

IT
U

IÇ
Õ

E
S

 (P
O

R
 M

E
IO

D
E

 ID
E

N
T

ID
A

D
E

S
) T

R
IG

O
N

O
M

É
T

R
IC

A
S

E
X

E
R

C
ÍC

IO
 01

C
alcular

∫
+

d
x

2
x

1
)

(x
5

0
2

S
o

lu
ção

IN
T

E
G

R
A

Ç
Ã

O
 P

O
R

 S
U

B
S

T
IT

U
IÇ

Ã
O

S
eja u

 =
 x

2
+

 1

Logo: 2x
d

x =
 d

u

A
ssim

, a integral dada pode ser escrita com
o:

∫ IN
T

E
G

R
A

Ç
Ã

O
 P

O
R

 S
U

B
S

T
IT

U
IÇ

Ã
O2

x
d

x

d
u

=

∫
d
u

(u
)

5
0

C
5

1 1
)

(x
C

5
1

u
d

u
(u

)
5

1
2

5
1

5
0

+
+

=
+

=
∫

03 de37



E
X

E
R

C
ÍC

IO
 02

C
alcular

∫
+

d
x

9
)

sen
(x

S
o

lu
ção

S
eja u

 =
 x +

 9

Logo: d
x =

 d
u

A
ssim

, a integral dada pode ser escrita com
o:

∫ IN
T

E
G

R
A

Ç
Ã

O
 P

O
R

 S
U

B
S

T
IT

U
IÇ

Ã
O1

d
x

d
u

=

∫
d
u

sen
(u

)

C
9
)

co
s(x

C
co

s(u
)

d
u

sen
(u

)
+

+
−

=
+

−
=

∫
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E
X

E
R

C
ÍC

IO
 03

C
alcular

∫
d

x
co

s(x
)

(x
)

sen
2

S
o

lu
ção

S
eja u

 =
 sen

(x)

Logo: co
s(x)d

x =
 d

u

A
ssim

, a integral dada pode ser escrita com
o:

∫
2

co
s(x

)
d
x

d
u

=

IN
T

E
G

R
A

Ç
Ã

O
 P

O
R

 S
U

B
S

T
IT

U
IÇ

Ã
O

∫
d

u
u

2

C
3

(x
)

sen
C

3 u
d

u
u

3
3

2
+

=
+

=
∫
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E
X

E
R

C
ÍC

IO
 04

C
alcular

∫
d
x

x

e
x

S
o

lu
ção

S
o

lu
ção

E
ntão

x
2

1

x 1

2 1
x

2 1
x

d
x d

d
x

d
u

2 1
2 1

2 1

=
=

=
  

  
=

−

S
eja u

 =
x

1

IN
T

E
G

R
A

Ç
Ã

O
 P

O
R

 S
U

B
S

T
IT

U
IÇ

Ã
O

Logo:                =
 d

u
 

d
x

x
2

1

A
ntes da substituição, a função dada será escrita de outra 

form
a.
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A
ssim

, a integral dada pode ser escrita com
o:

∫
∫

∫
=

=
d

x
x

2

1
2

e
d

x
x

2

2

1

e
d

x
x

e
x

x
x

C
e

2
C

e
2

d
u

e
2

d
u

2
e

x
u

u
u

+
=

+
=

=
∫

∫

∫
∫

=
d
u

2
e

d
x

x
2

1
2
e

u
x

d
u

2
d
x

x 1
d
u

d
x

x
2

1
=

⇒
=

outra m
aneira de chegar aqui 

sem
 m

anipular a função 
dada é fazendo (página 08):

C
e

2
C

e
2

d
u

e
2

d
u

2
e

+
=

+
=

=
∫

∫O
u seja: 

C
e

2
d
x

x

e
x

x

+
=

∫
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E
X

E
R

C
ÍC

IO
 05

C
alcular

∫
−

d
x

1
x

x
2

S
o

lu
ção

S
eja u

 =
 x –

1 

Logo: d
x  =

 d
u

 

S
e u =

 x –
1 

E
ntão   x =

 u +
 1

IN
T

E
G

R
A

Ç
Ã

O
 P

O
R

 S
U

B
S

T
IT

U
IÇ

Ã
O

x
2

=
 (u+

1) 2

x
2

=
 u

2
+

 2u +
 1 

A
ssim

, a integral dada pode ser escrita com
o:

08 de37

∫
+

+
d

u
u

1
)

2
u

(u
2

ou:

∫
∫

 
 

+
+

=
+

+
d
u

1
u

u
2
u

u
u

d
u

u
1
)

2
u

(u
2 1

2 1

2 1

2
2 1

2

∫ ∫
∫

  

  
+

+
=

  

  
+

+
=

+
+

d
u

u
2
u

u

d
u

1
u

u
2
u

u
u

d
u

u
1
)

2
u

(u

2 1

2 3

2 5

2
2

2
2

2
2

P
ortanto:

1
3

5

C

1
2 1 u

1
2 3 u

2

1
2 5 u

d
u

u
2
u

u

1
2 1

1
2 3

1
2 5

2 1

2 3

2 5

+

+

+

+

+

+

=
  

  
+

+

+
+

+

∫
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C
u

3 2
u

5 4
u

7 2
d
u

u
2
u

u
2 3

2 5

2 7

2 1

2 3

2 5

+
+

+
=

  

  
+

+
∫ F

inalm
ente:




E
screvendo em

 term
os de x:

C
)1

(x
3 2

)1
(x

5 4
)1

(x
7 2

d
x

1
x

x
2 3

2 5

2 7

2
+

−
+

−
+

−
=

−
∫
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E
X

E
R

C
ÍC

IO
 06

C
alcular∫

d
x

e
x

x

S
o

lu
ção

IN
T

E
G

R
A

Ç
Ã

O
 P

O
R

 P
A

R
T

E
S

A
 integral dada deve ser escrita na form

a           .
∫

d
v

u

S
eja, portanto:d

x
e

x
x

∫

x
u

=
d
x

e
d
v

x
=

d
x

d
u

=

x
x

x
e

d
x

e
v

d
x

e
d

v
=

=
→

=
∫

∫
∫ E

ntão:

∫D
este m

odo:

C
e

x
e

d
x

e
x

e
d

u
v

u
v

d
v

u
d

x
x

e
x

x
x

x
x

+
−

=
−

=
−

=
=

∫
∫

∫
∫

a constante C
 pode ser 

incluída apenas no final.
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E
X

E
R

C
ÍC

IO
 07

C
alcular∫

−
d
x

e
x

x
2

S
o

lu
ção

IN
T

E
G

R
A

Ç
Ã

O
 P

O
R

 P
A

R
T

E
S

S
eja:

2
x

u
=

d
x

e
d

v
x

−
=

A
ssim

:

d
x

2
x

d
u

=

x
x

x
e

d
x

e
v

d
x

e
d

v
−

−
−

−
=

=
→

=
∫

∫
∫ IN

T
E

G
R

A
Ç

Ã
O

 P
O

R
 P

A
R

T
E

S

x
x

x
e

d
x

e
v

d
x

e
d

v
−

−
−

−
=

=
→

=
∫

∫
∫P

ortanto:

2
x
d
x

)
e

(
e

x
d
u

v
u
v

d
v

u
d
x

e
x

x
x

2
x

2

∫
∫

∫
∫

−
−

−
−

−
−

=
−

=
=
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A
 últim

a integral é sem
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 a exceção de 

ou:

d
x

e
x

2
e

x
d

x
e

x
x

x
2

x
2

∫
∫

−
−

−
+

−
=

(1)

A
 últim

a integral é sem
elhante à original, com

 a exceção de 
que x

2
foi substituído por x. 

O
u

tra in
teg

ração
 p

o
r p

artes
aplicada a

com
pletará o problem

a.

d
x

e
x

x

∫
−

S
eja:x

u
=

d
x

e
d

v
x

−
=

13 de37



A
ssim

:

d
x

d
u

=

x
x

x
e

d
x

e
v

d
x

e
d

v
−

−
−

−
=

=
→

=
∫

∫
∫P

ortanto:

d
x

)
e

(
e

x
d

u
v

u
v

d
v

u
d

x
e

x
x

x
x

∫
∫

∫
∫

−
−

−
−

−
−

=
−

=
=

ou:

x
x

x
x

x
C

e
e

x
d

x
e

e
x

d
x

e
x

+
−

−
=

+
−

=
−

−
−

−
−

∫
∫

(2)
1

x
x

x
x

x
C

e
e

x
d

x
e

e
x

d
x

e
x

+
−

−
=

+
−

=
−

−
−

−
−

∫
∫

(2)

S
ubstituindo (2) em

 (1) resulta:

14 de37

[
]1

x
x

x
2

1
x

x
x

2

x
x

2
x

2

C
2

e
2

e
x

2
e

x

C
e

e
x

2
e

x

d
x

e
x

2
e

x
d

x
e

x

+
−

−
−

=

+
−

−
+

−
=

+
−

=

−
−

−

−
−

−

−
−

−

∫
∫

1
C

2
e

2
e

x
2

e
x

+
−

−
−

=

P
ortanto:

C
e)

2
x

2
x(

d
x

e
x

x
2

x
2

+
+

+
−

=
−

−

∫

15 de37



D
eterm

inar 
∫

+
+

+
+

+
+

d
x

3
)

2
)(x

(x

9
2

0
x

1
6

x
4

x
3

x
2

2

2
3

4

E
X

E
R

C
ÍC

IO
 08

O
 integrando é um

a fração própria, um
a vez que o num

erador 
possui grau 4 e o denom

inador possui grau 5.

P
ela regra do fato

r lin
ear, o fator (x +

 2) no denom
inador introduz 

S
o

lu
ção

IN
T

E
G

R
A

Ç
Ã

O
 U

T
ILIZ

A
N

D
O

 D
E

C
O

M
P

O
S

IÇ
Ã

O
 E

M
 

F
R

A
Ç

Õ
E

S
 P

A
R

C
IA

IS
: F

rações próprias

P
ela regra do fato

r lin
ear, o fator (x +

 2) no denom
inador introduz 

o term
o:

2
x

A+

16 de37

P
ela regra do fato
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