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GRAFO

Um grafo G(V,A) € definido pelo par de
conjuntos Ve A, onde:

V - conjunto nao vazio: os vertices ou nodos do
grafo;

A - conjunto de pares ordenados a=(v,w), ve w |
V: as arestas do grafo.

Seja, por exemplo, o grafo G(V,A) dado por:

V={p|péumapessoa}
A={(v,w)|<veamigodew >}




EXEMPLO

 Esta definicao representa G
toda uma familia de
grafos. Um exemplo de
elemento desta familia (ver
G1) € dado por:

« V ={Maria, Pedro, Joana,
Luiz}

A = {(Maria, Pedro) Neste exemplo estamos considerando
’ qgue a relacao <v é amigo de w> &€ uma

(Joana, Maria) ; (Pedro, relacao simétrica, ou seja, se <v é

Luiz) , (Joana, Pedro) } amigo de w> entao <w & amigo de v>.
Como conseqiiéncia, as arestas que

ligam os vértices nao possuem qualquer
orientacao




DIGRAFO (Grafo Orientado)

Considere, agora, o grafo definido G2:

por:

V={p|peuma pessoa da
familia Castro }
A={(v,w)|<vVvépa/maedew >} @
Um exemplo de deste grafo (ver

G2) é: V = { Emerson, Isadora, cadora A
Re%ata, An{tonio, Rosane, Cecilia,
Alfredo } A = {(Isadora, Emerson),
(Antonio, Renata), (Alfredo,

Emerson), (Cecilia, Antonio),
(Alfredo, Antonio)}




DIGRAFO (Grafo Orientado)

A relacdo definida por A nao é simeétrica pois
se <V € pal/mae de w>, nao é o caso de <w €
pali/mae de v>.

Ha, portanto, uma orientacao na relacao, com
um correspondente efeito na representacao
grafica de G.

O grafo anterior € dito ser um grafo orientado
(ou digrafo),

Sendo que as conexoes entre 0s vértices sao
chamadas de arcos.




ORDEM

« A ordem de um grafo G € dada pela
cardinalidade do conjunto de vértices, ou
seja, pelo numero de vértices de G. Nos
exemplos ao lado:

4

« ordem(G1)

6

« ordem(G2)




ADJACENCIA

Em um grafo simples (a exemplo de GG1) dois vertices v
e w sao adjacentes (ou vizinhos) se ha uma aresta
a=(v,w) em G.

Esta aresta é dita ser incidente a ambos, ve w.
E o caso dos vértices Maria e Pedro em G1.

No caso do grafo ser dirigido (a exemplo de G2), a
adjacéncia (vizinhanca) € especializada em:
— Sucessor: um vértice w é sucessor de v se ha um arco que
parte de ve chega em w.
« Em G2, por exemplo, diz-se que Emerson e Antonio sao
sucessores de Alfredo.
— Antecessor: um vértice v é antecessor de w se ha um arco que
parte de v e chega em w.

« Em G2, por exemplo, diz-se que Alfredo e Cecilia sao antecessores
de Antonio.




GRAU

O grau de um vértice € dado pelo numero de arestas que lhe
sao incidentes.

« Em G1, por exemplo:
— grau(Pedro) = 3
— grau(Maria) = 2

* No caso do grafo ser dirigido (a exemplo de G2), a nogao de
grau é especializada em:

— Grau de emissao: o grau de emissao de um vértice v corresponde ao
numero de arcos que partem de v.
« Em G2, por exemplo:
— grauDeEmissao(Antonio) = 1
— grauDeEmissao(Alfredo) = 2
— grauDeEmissao(Renata) = 0
— Grau de recepcao: o grau de recepgao de um vertice v corresponde
ao numero de arcos que chegam a v.
« Em G2, por exemplo:
— grauDeRecepcgao(Antonio) = 2
— grauDeRecepcao(Alfredo) = 0
— grauDeRecepc¢ao(Renata) = 1




FONTE / SUMIDOURO

 Fonte
— Um vértice v & uma fonte se
grauDeRecepcao(v) = 0.

. E 0 caso dos vértices Isadora, Alfredo e Cecilia
em G2.

« Sumidouro

— Um vértice v é um sumidouro se
grauDeEmissao(v) = 0.
. E 0 caso dos vértices Renata e Emerson em G2.




LACO

 Um laco € uma aresta
ou arco do tipo a=(v,v),
Ou seja, que relaciona
um vertice a ele proprio.

— Em G3 ha trés
ocorréncias de lacos
para um grafo nao
orientado




GRAFO REGULAR

« Um grafo e dito ser
regular quando todos G4
0S seus vertices tem
O Mesmo grau.

« O grafo G4, por
exemplo, é dito ser
um grafo regular-3
pois todos os seus

vértices tem grau 3.




GRAFO COMPLETO

Um grafo é dito ser completo
guando ha uma aresta entre
cada par de seus vértices.

Estes grafos sao designados

por Kn, onde n e a ordem do
grafo.

Um grafo Kn possui o —_
nimero maximo possivel de + 2
arestas para um dados n.

Ele é, também regular-(n-1)
pois todos 0s seus vertices
tem grau n-1.




GRAFO BIPARTIDO

« Um grafo é dito ser bipartido quando seu
conjunto de veértices V puder ser
particionado em dois subconjuntos V1 e
V2, tais que toda aresta de G une um
vertice de V1 a outro de V2.




GRAFO BIPARTIDO- EXEMPLO

e Sejam 0s conjuntos G5
— H={h | h € um homemj} e
— M={m | h € um mulher} e o
« Grafo G(V,A) (vero
exemplo G5) onde:
- V=HUM

—A={vw)|(ve Hewe M)
ou(ve Mewe H)e <vfol
namorado de w>}




BIPARTIDO COMPLETO

« O grafo G6 € uma K ;,

« Ou seja, um grafo K; 3
bipartido completo que
contém duas particoes de
3 vertices cada.

« Ele é completo pois todos
0s veértices de uma
particao estao ligados a
todos os vértices da outra
particao.




GRAFO ROTULADO

Um grafo G(V,A) é dito
ser rotulado em
vertices (ou

arestas) quando:

— a cada vertice (ou aresta)
estiver associado um
rotulo.

« (35 é um exemplo de grafo
rotulado




GRAFO VALORADO

Um grafo G(V,A) € dito ser
valorado quando existe G7
uma ou mais funcoes
relacionando V e/ou A com
um conjunto de nimeros.

Para exemplificar (ver o
grafo GG7), seja , Euf” 30

G(V,A) onde: K_L<
— V={v|véuma cidade com Porto Alegre —(ﬁm

aeroporto}

— A ={(v,w,t) | <ha linha aérea
ligando va w, sendo to
tempo esperado de voo>}

Sa0 F'aulu @
-




MULTIGRAFO

« Um grafo G(V,A) é dito ser
um multigrafo quando
existem multiplas

arestas entre pares de &
vértices de G. ( )_\

« Exemplo: no grafo G8 A
 ha duas arestas entre: ()/

— os vértices Ae Ce B

— oS vertices A e B,

— caracterizando-o como
um multigrafo.




SUBGRAFO

« Um grafo G¢(V,, A,) €
dito ser subgrafo de um
grafo G(V,A) quando V,
e Ve A e A

G9
« O grafo G9, por _\
exemplo, é subgrafo de /

G8. R

C

D




HIPERGRAFO

« Um hipergrafo H(V,A) é
definido pelo par de
conjuntos Ve A, onde:

— V- conjunto nao vazio;
— A - uma familia e partes nao
vazias de V.

« Exemplo: o grafo H(V,A)
dado por:

« V={x1,x2, x3, x4}

A ={{x1, x2, x4}, {x2, x3, x4},
{x2, x3}}

G10




CADEIA

 Uma cadeia € uma sequéncia
qualquer de arestas adjacentes
gue ligam dois vertices.

. . G11
« O conceito de cadeia vale

tambem para grafos orientados, O > @<

bastando que se ignore o A :

sentido da orientacao dos

arcos. Xy 25 Y
®< O

» A seqUéncia de vértices (Xg, Xs,
X4, X1) € Um exemplo de cadeia
em G11.




CADEIA

« Uma cadeia é dita ser elementar se nao
passa duas vezes pelo mesmo vértice.

- E dita ser simples se ndo passa duas
vezes pela mesma aresta (arco).

« O comprimento de uma cadeia é o
numero de arestas (arcos) que a compoe.




CAMINHO

 Um caminho é uma cadeia na qual todos
0S arcos possuem a mesma orientacao.

* Aplica-se, portanto, somente a grafos
orientados.

A sequéncia de vértices (X,, X,, Xs, Xg, X3) €
um exemplo de caminho em G,




CICLO

 Um ciclo € uma cadeia simples e fechada
(o vértice inicial € o mesmo que o veértice

final).

» A seqUéncia de vertices (X, X, X3, Xg, Xz,
X4, X1) € um exemplo de ciclo elementar
em G,;.




CIRCUITO

* Um circuito € um caminho simples e
fechado.

« A sequéncia de vértices (X4, Xo, Xs, X4, X4) €
um exemplo de circuito elementar em G,




FECHO TRANSITIVO DE UM
VERTICE (V)

» O fecho transitivo direto (ftd)

— E o conjunto de todos os vértices que podem
ser atingidos por algum caminho iniciando em v

* O fecho transitivo inverso (fti)

— E o conjunto de todos os vértices a partir dos
gualis se pode atingir v por algum caminho.




EXEMPLO

« O FTD do vértice x; do grafo
G, por exemplo, € 0 G,
conjunto: {Xy, Xo, X3, X4, X5, Xg}-
— Note que o proprio vértice faz

parte do FTD ja que ele é
alcancavel partindo-se dele
mesmao.

« O FTIl do vértice x; do grafo
G, por exemplo, € 0
conjunto: {Xy, X, X4, X5, X7}

— Note que o proprio vértice faz

parte do FTI ja que dele se pode
alcancar ele mesmo.




GRAFO CONEXO

« Um grafo G(V,A) é dito
ser conexo se ha pelo
menos uma cadeia o "o ®:.
ligando cada par de
vértices deste grafo G.




GRAFO DESCONEXO

* Um grafo G(V,A) é G,,
dito ser desconexo se
ha pelo menos um - @ ® =
1 2

par de vertices que
nao esta ligado por
nenhuma cadeia. o O ®:;




COMPONENTE CONEXA

 Um grafo G(V,A) G,
desconexo é formado por
pelo menos dois
subgrafos conexos,
disjuntos em relacao aos
vértices.

» Cada um destes
subgrafos conexos é
disto ser uma
componente conexa de
G.




GRAFO FORTEMENTE CONEXO

* No caso de grafos orientados G,

« Um grafo € dito ser fortemente
conexo (f-conexo) se todo par

de vértices esta ligado por pelo @ - ® =
menos um caminho em cada AT =
sentido, ou seja, se cada par de
vértices participa de um circuito. | = 2 Y
@< L %

* [sto significa que cada vertice
pode ser alcancavel partindo-se
de qualquer outro vertice do
grafo.




VERTICE DE CORTE

« Um vértice é dito ser um veértice de corte
se sua remocgao (juntamente com as
arestas a ele conectadas) provoca um
reducao na conexidade do grafo. Os
vertices x, em G,; e G,, sao exemplos de
vertices de corte




PONTE

 Uma aresta € dita ser um a ponte se sua
remocao provoca um reducao na
conexidade do grafo. As arestas (x4, X,)
em G,; e G,, sdo exemplos de pontes




BASE

* Uma base de um grafo G,
G(V,A) € um subconjunto
B cV, tal que:
— dois veértices quaisquer de P £

B nao sao ligados por
nenhum caminho;

— todo vértice nao
pertencente a B pode ser
atingido por um caminho
partindo de B. -




ANTI-BASE

« Uma anti-base de um G,
grafo G(V,A) é um R

subconjunto A c V, tal 'O —>@— XD

que: Lo

— dois vértices quaisquer de o ”9—:1;0 :

A nao sao ligados por ', /
nenhum caminho; i
— de todo vértice nao
pertencente a A pode ser
atingir A por um caminho




RAIZ E ANTI-RAIZ

* RAIZ Se a base de um G.,
grafo G(V,A) € um conjunto A
unitario, entdo esta base é Hl .

a raiz de G. ;:)
« ANTI-RAIZ Se a anti-base 5 _
de um grafo G(V,A) é um </V

conjunto unitario, entao
esta anti-base é a anti-raiz
de G.




ARVORE

« Uma arvore € um grafo conexo sem ciclos.

« Seja G(V,A) um grafo com ordem n > 2; as propriedades
seguintes sao equivalentes para caracterizar G como
uma arvore:

G é conexo e sem ciclos;
G é sem ciclos e tem n-1 arestas;
G é conexo e tem n-1 arestas;

G € sem ciclos e por adicao de uma aresta se cria um ciclo e
somente um;

G € conexo, mas deixa de sé-lo se uma aresta € suprimida
(todas as arestas sao pontes);

todo par de vértices de G € unido por uma e somente uma
cadeia simples.




GRAFO PLANAR

Um grafo G(V,A) é dito ser planar quando existe Ky
alguma forma de se dispor seus vértices em um plano

de tal modo que nenhum par de arestas se cruze. X
Ao lado aparecem trés representacoes graficas

distintas para uma K, (grafo completo de ordem 4).

Apesar de haver um cruzamento de arestas na
primeira das representacgoes graficas, a K, € um grafo
planar pois admite pelo menos uma representagao

num plano sem que haja cruzamento de arestas

(duas possiveis representacoes aparecem nas figuras

ao lado).
Jauma K, e uma Kj;;sao exemplos de grafos nao

K3,3
planares.
Estes dois grafos nao admitem representacoes
planares.

Ks




COLORACAO

Seja G(V,A) um grafo e C um conjunto de cores.

Uma coloracao de G é uma atribuicao de alguma corde C
para cada veértice de V, de tal modo que a dois vértices
adjacentes sejam atribuidas cores diferentes.

Assim sendo, uma coloracao de G € uma funcao f: V—C
tal que para cada par de vértices v,w € Vtemse (v,w) € E
= f(v) #f(w).

Uma k-coloracao de G € uma coloracao que utiliza um
total de k cores.

O exemplo abaixo mostra um 4-coloragao para o grafo.




NUMERO CROMATICO

 Denomina-se numero cromatico X(G) de
um grafo G ao menor numero de cores K,
para o qual existe uma k-coloracao de G.

* O exemplo abaixo mostra uma 3-
coloracao para o grafo, que € o numero
cromatico deste grafo.




Grafos Eulerianos

Um grafo G é dito ser euleriano se ha um ciclo
qgue contenha todas as suas arestas.

Este ciclo é dito ser um ciclo euleriano.

O grafo da figura ao lado, por exemplo, é
euleriano ja que ele contém o ciclo: (ul, u2, u3,
u4, ud, u3, ut, u6, u2, u7, u3, ub, u7, ul), que é
euleriano.

O teorema que se segue prové um solucao
simples para determinar se um grafo é
euleriano:

Teorema: Um multigrafo M € euleriano se e
somente se M é conexo e cada veértice de M tem
grau par.




GRAFO ATRAVESSAVEL

Agora, considere um multigrafo G tenha uma
gllhla (nao um ciclo) contendo todas as arestas
e M.

Entédo G é dito ser um grafo atravessavel e a
trilha e dita ser uma trilha euleriana.

No grafo ao lado, a trilha: (u1, u2, u3, u4, ul, u3, _ =
ud) é atravessavel. |

O teorema seguinte indica precisamente quais 3 W ou
grafos sao atravessaveis: Q/

Teorema: Um multigrafo M € atravessavel se e
somente se M é conexo e tem exatamente dois
vértices de grau impar. Consequentemente,
qualquer trilha euleriana de M comega em um
dos vertices de grau impar e termina no outro
vértice de grau impar.




