1 TEORIA DOS GONJUNTOS

Definicdo de Conjunto: um conunto € uma colegd de zep ou maks objetos ditntos,
chamads elementosio conjunbd, cs quais né possuen qualque ordem associadaEm outras
palavrasg umacolecdo ndo-ordenadale objetos.

Exempla A = {brancq azul, amarelo}

Em um onjuni, a orden dos elements n&® impora ecad elemerd dewe se listado apenas
uma vez.

Podema definr um conunto de diferente formas:

Denotacéo po Extensdo: os elements s@ listads exausvamente.
Exemplo Vogaks = {a, g i, 0, u}

Denotac® pa Compreensio: definicdo de um conunto pa propriedade conuns aos objetos.
De forma geralescreve-s {x | P(x)}, once P(} represergta piopriedade.

Exemplo Pares = {n| n é par} que represeiato conjunto @ tods & elementsn, td quen é
um ndimeo patr.

Ainda podemse especificea um conunto onitindo algus elements que estéd imglicitos na
notacdo adotad&eja exemplos:

Digitos={0, 1, 2,3, ..., 9}
Pares={0, 24,6, ...}

1.1 Relacao & Pertinéncia
- Seaé elemerd de un conjunb A, entd podems escrever:

e dizeme que a pertene a conjunto A.

- Sea ndoé elemerd de um conjunb A, entdo podensescrever:

e dizem@ que a ndo pertece @ conjunto A.

Exempla Considerado oconjunb Vogaks = {a, € i, 0, u}, podemea dize que:
- el Vogais
- mU0QVogais

Considerando o conjun®= {x | x é brasileiro} teme que:
- PekOB
- BillGatsO B

1.2 Alguns Conjuntos Importantes
O Conunto Vazioé un conunto gue n® passu elements e poce se& denotad pa [0 ou { }.

Ainda temos:

Algebra Aplicada a Computacio




- N, gue representa conjunb dos nimere naturais;

- Z, que representa conjunb des nimere inteiros;

- Q, que represemto conjunb dos nimeros racionais;
- |, que represemto conjunb dcs nUmere irracionais;

- R, que representa conjunb dos nimera reais;

- C, que representa conjunb dos nimers complexos.

Definicdo de Alfabeta um alfabeb € un conjunto finito, ou seja, tn conunto que pode ser
denotado poextensa. Os elements ce una alfabed s@ chamaos e sinbolos ou caracteres.

Definicdo de Pahvra: uma palava sobe um alfabebt é uma seqiénifinita ce sinbolos do
alfabeb, justapostos.

€ palavia vazia

> alfabeto

) conjunto @ todas & palavrapossives sobe o alfabed
Exemplos:

- 0O é un alfabeto

- {a, b, c, ¢ € uma alfabeto

- N né&oé un alfabeto

- € éuma palavra sobre {h, c]
- &€ é uma palavra sobf]

- O ={g

Aplicagbes ma Computagéo

Chamame ¢ Linguagem Formal a un conunto de palavra sobe un alfabeb. Portanto,
podemea enteade que umalinguagemde programacaoé o conjunb de todcs s seus possiveis
programa e que un prograna € uma palavraadinguagen de programaga

1.3 Relacéo & Inclusdo

Se tdos s elements e un oconjund A sé tambén elements ce um conjund B, entdo
dizema que:

A est cortido en B

B contém A

Nese casppodems dize que A € um subconjinto de B.

ou que

Pa outio ladg ss A OB e A # B, ousejg exise KB td que WA, entd® dizema que:

A est cortido propriamerg en B

B contém propriamerg A

Nesk caspdizema que A € um subconjinto préprio de B.

ou que

Exemplos:

- {1,2,330{3,2,1}
- {1,20{1, 2,3}

- {1,2} 01,2, 3}
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Definicdo de Conjunto Universa denotao pa U, € 0 conjunto ge contén todcs os onjuntos
gue estad send considerados, ou seja, defimcontexb de discusséd. Dessa formg U naoé um
conjunb fixo e, paaqualque conjunb A, temasque A O U.

1.4 Igualdade de Conjuntos
Dois mnjuntes A e B s& ditos iguais sge somerg se pessuen 0s mesmos elementosu seja:

|A=B - (ADBOBO A)

Exemplos:
- {012} ={xON|x=00x<3}
- N={x0Zx=0}

- {a,b,g={a b,b,c,cc}

1.5 Pertinénciax Inclusdo

Os elementos & un conjunb poden se& conjuntos Portanto, prestatencé ncs anceits de
pertinénca einclus®.

Exemplos Considee o conjunto S={a, b, ¢, dd, {0}, {1, 2}}. Entéo:
- {ay0s

- {ayOds

- gogs

- Oogs

- {0}0Os

- {1,230S

- {a/b,c,gdOS

- {a,b,c,dOS
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2 INTRODUGAO A LOGICA MATEMATICA

Légica €0 estido d® principiose métods usaos pam distingui sentegas verdadeiras de
falsas.

Definicdo de Proposi¢o: uma pioposic® € uma onstrigcéo que sepode atrbuir juizo, ou seja,
gue pock se apena verdadea ou falsa.

Sao exemple e proposicdes:

- Quatio é maia do que cin®.

- Ela é mito intdigente.

- Sao Pauleé uma cidade grande

Exempls que n® séo proposicoes:
- Convo vd vocé?

- Como B9 pock acontecer!

- Bom dia!

2.1 Conectivos Logicos

As pioposi¢ce poden s& simples (atbmcag ou compota e 6 @nedivos tém a funcd® de
combina sentencga simples pa forma sentegas conpostas.

Proposicdo Atdmica s& proposicos que nd® poden se& deconpostad en proposicds mais
simples.

Proposicdo Composta sé& proposicds mais complexascomposta pa proposicds mais
simples atravéslos mnective 16gica (Ou operadoreldgicos).

Exemplos:

- Animais s® peluds e aves tén penas.

- Vou compraum carmo ou uma bicicleta.

- Sechove entdoficaré em casa.

- Um tridngub é equilateio se esomenke setiver os trés lados iguais.

2.1.1 Negacao

A necac® de uma proposigié construida artr da introduca da palavrando ou néo é o
caso que

Exemplos:
- Brasl ndoé unm pais.
- N&ao é 0 casogue quato é maig do qLe cinco.

Considerando q@P dench una popos;ag entd swa negacd é denotada por:

ou (Ié-= "ndo P)

Interpretams a negaca da seguint forma s P é verdadeiraentdo-P é falsa s P é falsa,
ent® - P é verdadeira.

Pam visualiza os valores l6gicoselun conectivo utilizama a tabela-verdadejue descreg as
possives combinacedos valore 16gices das prposicdes.
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~ P
F
Vv

n<|T

2.1.2 Conjuncéo
Uma conjunca é verdadeira sambossets conjnctas sa@ verdadeiros. Cascontraro, é falsa.

E denotadh por:
(le-="Pe Q)

A segur a tabela-verdazlda conjuincao.

Tn<<|T
1< T<|O
T m<|E

2.1.3 Disjuncgéo
Uma dispnc@® é verdadem % pelo mens um dos ses disjuncts far verdadeio. Caso

contrarb, é falsaE denotach por:
(Ié-=="P au Q")

A tabela-verdad da disjin¢é es& apresentada seguir.

Q|rPOQ

TT<<|T
<<
<< <

2.1.4 Condiciona (Implicagao)

O oondicionad é falo = sel anteedené for verdadeio e ser consequeet for falso. Caso
contrarb, ek é verdaden. E denotdo por:

(lé-s "se P enfio Q')

Observe a epressé “P — Q" assegua que ndo € o casoque P e rdo Q. Verbalizando, se
considerarmsa expresao:

“Se esfriar ent@® chow” P- Q)

podeme interpretad cono sendo:

“Nédo é o ca® qLe esfra e nd chow” - (PO-Q)

Assim podems dize que um enuncialo da forma P — Q tem o mesno significado
(semantta que um enunciaas da forma —(P E —Q), ou seja ambs s® verdadeirs b as

mesma mndi¢des Portand, podems obte a tabela-verdasldeP - Q construndo a tabela
verdac ce-(P0-Q).

P Q|lP-0Q
Vv v| V
V F F
F v| Vv
F F| Vv
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2.1.5 Bicondicional

O bicondicional denotado po, tem 0 mesmo significado guP - Q) O (Q - P).
Assim a tabela-verdade d@ (- Q) pock se oltida construndoa tabela-verdaglde P - Q) O

Q- P).

P Q|lPw0
vV V v
V F F
F V F
F F| VvV

2.2 Formulas Bem-Formadas

Formulss bem-formadas (welformed formula - wiff) s& sentenca légices mnstruidas
corretamerd sobrep alfabeto cuje sinbolos s& corectivos paréntesse letras sentenciais.

Exemplos:

- =P,POQ,POQ,P-Q,P-Q
- PO-Q

- (PO-Q) - R

- =(POQ) » (RPQ)

2.3 Tabelas-\erdade para wffs

Pal mnstrur uma tabela-verdagpara uma ff, escrevems as letra sentenciaia esjuerdh da
tabeh e a formula a direita da tabel®@evems completa com todss & possiblidades de
valores verdae para a letra sentenciaisA segui; devems identificar 0 operadae principal,
pois é ele que determina valor-verdad para @da aférmula Pa fim, completams a tabela
com os valores-verdaglpan cs operadoressub-vifs e pa fim paraa wf (operado principal).

Veja s exempls abako, observandosopassosealmnstrigao:

1. Constra atabela-verdael para gérmula——P.
a) preenchemsa colna letia sentenciaP, completado-£ s possives valores-verdade
que P poce assumir;
b) preenchemsa couna da ocorréna ce P ra férmula (a wff);
c) preenchemso sinad de negac¢d imediatamerd aejuerdh de P;
d) preenchems o segindo sink de negacdoque é o operado principd e, portanto,
determira o valor-verdad ca formula.

n<|T
n<|4
n<|o

[=
\%

2. Constra atabela-verdagl para d6rmula-P 4 Q.

P Q|]-P 0O Q
v VI F Vv Vv
V F| F F F
F vfv v v
F Fl v v F

Obsene que o operadp principd da formula acima &1 e, portano, dewe te swa colura como
Gltima a se preenchidaAssim:
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a) preenchems as colunas ddetra sentenciaiP e Q (& esjuerda da tabela);

b) preenchems as colunasadocorréncia dePe Q;

c) por fim, preenchemsa coluna [J, que éo operado principd e, portanto, determan o
valor verda@ ca formula.

3. Constra atabeh verdade paraférmula (P 1 Q) - (P E Q).

P QJ]P 0 Q 0 - P O Q
V VIV V.V F F V V V
V. FIV V F V V V F F
F VIF VvV VVF FV
F FIF F FF V F F F

O operado principd dess féormuh éo [ (veja (P 0 Q) Al - (P O Q)). Assim a couna deste
operado determira o valor-verdad da formulaEntao, a etapas & wnstrigéo s&@ como segue:
a) preenchems as colunas ddetra sentenciaiP e Q (@ egjuerch da tabela);
b) preenchems as colunasadocorréncia de e Q na formula;
c) preenchems as colunasalocorréncia déle [0 na férmula (ma n&® o principal);
d) preenchemsa couna ca ocorréna da negacé do operadol];
e) finalmente preenchen®a colura do operadp principd [, que determinao valor-
verdack da formula (Obsere que o operado principd [ coneca & coluna ce e ).

4. Constra atabeh verdade paraférmulaP 1-P.

P| P O -P

vVivVv V F

FI F Vv V
5. Constra atabeh verdade paraférmulaP E-P.

P | P [0 =P

V]|V F F

FI| F F V

Uma formulaque assura sempreo vala logico V, conmp no exemplo 4¢ denominad uma
tautologia Uma tautologiaé intrinsecamemt verdadem peh swa prépra estruturaou seja é
verdadeia independentememtdos valores |6gice atribudos & sua letr& sentenciaisPor
outro lado, uma férmula que assura sempreo vala légico F, conb no exemm 5, é
denominad umacontradicdo Uma mntradiaca é intrinsecamente faspeh swa propria
estrutura ou seja é fala independentememtds valores ldgices atrbuidos as suas letras
sentenciais.

2.4 Equivaléncia
Dizemas que duas férmulasP e Q s® equivalents £ aférmula P ~ Q é uma tautologia.

Denotames esa piopriedae por

A seguir exempla e alguma ejuivaléncia tautoldgicas iportantesonde 1 represerat uma
tautologia e0 represerg uma ontradgao:
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- Comutaividade: AOB - BOA A OB = BOA

- Associgividade: (AOB)OC = ADOMBOC) AOB)OC = A0OMBOC)

- Distributividade: A OBOC) = (AOB)OAUC) AOMBUOC) - (AOB)OAOC)
- Element Neutro: A0 - A All- A

- Complementares: AO-A - 1 AlO-A <0

- DeMorgan: -(AOB) « ~A-B -(AOB) -« ~ADO-B

Aplicacbes ma Computacao

Os mnectives 16gics E (AND), OU (OR) e NAO (NOT), resgctivameng [, 0 e -, estdo
disponives en mutas linguagers ce programagd Eles agen obre combinacdee expressdes
verdadeirae falsa parn praluzir um vala légico final. Tais valores l6gicos pelitem a decisédo
do fluxo de controk en programa ce conputador Assim, en una ramificacé condicionade
um programase o vala légico da expressa@ condicionafor verdadeio, o prograna executara
um trecho doseu codigpse o vala légico da expressécondicionafor falso, ee execud outro
trecho doseu codig. S aexpress@® condicionafor substituid pa outra expressd equivalente
mais simpleso vala l6gico ndo set afetalo, assin cono o fluxo de controé d programa, mas
0 novo codigo sérmas fadl de se entendid e podea se executalo mas rapidamente.

Vejao exempb a seguir:

if ((x<y)and not ((x <y) and (z < 1000))
do AlgumacCaoisa;

else
do OutraCoisa;

Nese exempb, a express@® condiciondtema formaA O-(A OB), onceAé"x<y'eBé'z<
1000". Podems simplifica ess expressd@utlizando & equivalénciavistas anteriormente.

AO-(AOB) =

AOAO-B) = (DeMorgan)
(AO-A)OAO-B) = (Distributividade)
0O O-B) = (Complemetg
(AO-B)OO = (Comutaividade)
A O-B (Elemento Neutro)

Podema ent® rescreve a proposic® da seguinte forma:

if ((x <y)and not (z< 1000)
do AlgumacCaoisa,;

else
do OutraCoisa;

2.5 Quantificadores

Wrffs formadas apesgels cino operadorg légicas (- 00 - ) tém passiblidade limitada
de expressdea exempb, nd conseguiriams sinbdlizar a sentega "Paraado x,x>0' como
sendo una proposica verdadei sobre e inteirospositivos Portanto nove amnceitos cono o
de quantificador dewe se introduzido.

Quantificadores s& frase dotipo para todq para cadaou para algum isto € frases que dizem
"guante objetos apresentan determinad piopriedade.

Quantificador Universal: é sinbdizado pa O e 1é-® para todqg para qualquerou para cada
Assim a sentenca acin@oce se simbolizada por:
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(Ox)(x>0)

O vala légico da express@® (0x)(x>0) depend do dominio de objets sobe @ quak estamos
nos referimo, qe chamame ¢t conjunto universo. Qud seria 0 vala l6gico da expressao
(Ox)P(x) em cach uma da seguints interpretacdes?

- P(X) é a poprieda@ quex é amared e 0 conjund univer® € 0 conjunb de bdcs os botdes-
de-ouro.

- P(X) é a poprieda& quex € amared e 0 conjunbd univer® é o conjunb de tbdas as flores.

- P(X) é a poprieda@ quex € positivo ou negativa o conjunto universé conjund de todos
0s inteiros.

Quantificador Existencial: é sinbdizado pa O e |é-& existe exist algum para pelo menos
um, para algum Assim,a expressao

(2)(x > 0)

poce se lida cono "exist un x td que x é maia do que zero".

A expressd (OX)(Y)Q(x, y) é lida conp "pam tado X exise um y ta que QK, y)"

Considerado que o conjunto univers é conjunte dos ndmeros inteirog que QX, y) € a
proprieda@ x < y, a expressd diz que para ¢do inteiro x exise un inteio maior. Esta
express® é verdadeiraEntretanto, & invertermg a orden dos quantificadores escrevedo

(On(Ox)Q(X, ¥), a mesma interpretagaliz que exiseé um inteiro y que é maia que qualquer
outro inteiro X. Nest ca®, 0 vala légico da expres® é fal®. Isto resdsa o fato k& qe a
ordem dos quantificadore é importante!
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3 ALGEBRA DE CONJUNTOS

Entendems que uma algelar é consttuida ce operacde definida sobe um conjunb. Dessa
forma, una Algebra de Conntcs € @nstituich pa opeacde definidas par todos s conjuntos.

Podemas representaconjunts e sua operacle através @ figuras geométdas cono dipses e
retangulos chamads Diagramas e Venn. Usualmente os retangule s®& utilizados para
representao conjunb univer® e & dipses pan representaos demais conjuntos.

Pa exempb, & figuras abako representam:

A
O conjunb A ={a, b, c}

°Y

AOB

sgu

A relac® de inclus® é trandiiva, ouseja:

AUOBOBOCO AOC

Prova Suponta A, B e C conjuntcs quaisquetd que A 0B eB O C.
Sep ald A. Entéo, temsque

aldA
allB pek definicé® de subconjurd (A O B)
adC peh defirncdo de subconjurd (B O C)

Logo, paa qualqueelement ad A , teme que ald C. Assim, pad definicd® de subconjunto,
temasque A O C.

3.1 Operagdo de Unido
Sejan A e B conjuntosA unido dos conjntos A e B, denotad por , € cono segue:

ADB={x x0AOx0B}

Em outrass palavrasa uni® de dobs conuntss A e B considea tbdos 0s element que
pertencen & conjuntoA ou @ oonjunb B, ou sejaresula an um ®njun cujcs elementos
pertencen a peb mens um dos dois conjuntos.
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A opergdo de uni® pock se visualizad atravé ce un diagrana de Va&n, como mostido a
seqguir.

Exemplos:
- Dades & conpntsD={0,1,2,34,5,67,8,%eV={a i o, u},temsque
D D V = {07 112!31 4151 6! 7!8! 9! a el il 01 u}

- Dados os conjintos A = {x ON |x>2} eB={ x ON | ¥ =x}, temsque
AOB={0,12,3,45,6,7,8,9, ...}

- ConsideeR, Q el. Tems que

ROQ=R
ROI=R
QOI=R

- Pam quatjue conjunb universdJ e qualque A O U, tema que
ooo0=0
uodo=u
UOA=U
uodu=u

3.1.1 Propriedads da Uniao

Elemento Neutra AO O =00A=A

Prova:

Sepx O (A O 0O).

xOADOO) =

xOAOxOO < (definicdo de uniao)

xOA (elemento neutro)

Logo, A O =A

Analogamente, sajx O (O O A).

xO@OA) -

xO0OOxOA = (definicdo de uniao)

xOAOxOO < (comutatividade)

xOA (elemento neutro)

Logo,0 A=A

Idempoténcia AO A=A

Prova:

Sepx O (A OA).

xOAOA) =

xOADOxXOA = (definicdo de uniao)

xOA (idempoténcdo conetivo [)
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Logo,ALOA=A

Comutatividade: AOB=BO A

Prova:

Caso 1Sepx O A O B.

xOAOBO

xOAOxOBO (definicdo de uniao)
xOBOxOAO (comutatividae do conetivo [)
xd@0A) (definicdo de uniao)

Logo, peh definic® de inclus®, (A 0 B) O (B O A).

Caso 2Sepx OB O A.

xOBOAO

xOBOxOAO (definicdo de uniao)
xOAOxOBO (comutativida@ do conetivo [)
xOADOB (definicéo de uniao)

Logo, B O A) O (A O B). Portanto, pel definic® de igualdaé de conjuntos podemos
conclurqueA 0 B=BOA.

Associatividade A (BOC)=(A0OB)OC
Prova:

Caso 1Sepx OA O (B O Q).
xOAOBOCQCUO

xOAOxOBOCO (definicdo de uniéo)
xOAOXDOBOxOC DO (definicdo de uniéo)
xOAOxOB)YOxOCO (associatividaddo conetivo L)
xOAOB)yOxOCO (definicdo de uniéo)
xOAOBYOC (definicdo de unido)

Logo, pea definic® de inclus®, temesque A1 (BO C)U (A 0 B) I C.

Caso2Sepx (A OB)OC.
xOADOB)yOCO

xOADOB)OxOCO (definicéo de unado)
xOADOxOBYOxOCO (definicdo de uniao)
xOAOxOBOxOC)O (associatividaddo conetivo [)
xOAOxO@BOOO (definicéo de unido)
xOAOMBOCQC) (definicdo de uniéo)

Logo, AOB)OCOA DO (B O C). Portand, peh definicdh de igualdaé de conpntos,
podeme mnclurqueAO BIOC)=(ALB)OC.

3.2 Operacao de Interse@o
Sejan A e B conjuntosA intersecaodos conjunts A e B, denotad por , € cono segue:

AnB={x xOAOxOB}

Em outras palavrasa intersec@ de dos conjntcs A e B considea tbdos s elementos que
pertencen & conjuntoA e @ oonjunb B, ou sejaresula en um @njunb cujcs elementos
pertencen ac conpntcs A e B, simdtaneamente.
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A opergdo de intersecd pock se visualizad atravé ce un diagrana de Van, cono mostrado
a sequir.

i B
Exemplos:
- Dades os conuntesD =40, 1, 2,34,5,6,7,8,9,V={a, eiou eP={0, 24,6, 8,
...}, temas que

D n P={0, 2,4, 6, 8}
DnV=0

Chamams conjuntos c@ intersecé é o conjunto vazio éconjuntaos dispntos

- Dados os conpintos A = {x ON |x>2} eB={ xON | ¥ =x}, temsque
AnB=0O (conjunte dispuntos)

- ConsideeR, Q el. Tems que

RnQ=Q
Rnl=l
Qnli=0
- Pama quafjue conjunb universadJ e qualque conjunb A 0 U, temes que
OnO=0
UnA=A
UnO=0
UnU=U

3.2.1 Propriedadsda Intase@o
Elemento Neutra An U=Un A=A

Idempoténcia An A=A

Comutatividade: AnB=Bn A

AssociatividadeAn Bn C)=(AnB)n C

As provas sdianalogaaoperaca de uniéo e fican sugerida cono exercicio.
Propriedades que envolven Unido e Interse@o

a) Distributividace da Intersegéisobe a UnidoAn BO C)=(An B)O (A n C)
b) Distributividace da Uni& sobe alntersecdoA 0 (Bn C)=(A0B)n (A C)

3.3 Operacdo Complemento

Suponta o conjunb universolJ. O complementade un conunio A O U, denotado , é
como segue:

~ A={x0U| x0O A}
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A opergéd complemento parl sé visualizaé atravé ce um diagrana de Ven, como
mostradoa seguir.

U U

Exemplos:
- Dadmso conjunb univere U={0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8t 0 conjuntoA = {0, 1, 2}, temos
que
~A={3,4,56,7,8,9}

- Dadmo conjunb univer® U =N eo conjunb A = {0, 1, 2}, tems que
~A={xON|x>2}

- Pam quatjue conjunte univer®d U, temes que
~0=U
~Uu=0

- Considerand® como conjurtt univer®, tema que
~Q=1
e = Q

- Suponfa U qualquer Entd par qualqueconjunb A O U, tema que
AO~A=U
An~A=0
~~A=A

Podemag prova o ultimoca da seguirg forma:

Suponia um element x O A.

xOAO

para ~A x O A, ousep-(x O A) O (definicdo de complemento)
pama~ ~A, == (x O A), ousejax O A.

3.3.1 Propriedads ce DeMogan

a) ~AOB)=-An~B -~ AOB=~(-An-~B)
b) ~(AnB)=~A0-~B -« AnB=~(-A0-B)

3.4 Operacao de Diferenca

Sejan A e B conjuntos A diferencaente & conjuntosA e B, denotad pa , € como
segue:

A-B={x xOAOx0OB}

Em outras palavrasa diferenca entre deiconjntcss A e B considea todcs os elementos que
pertencen & conjuntoA e que né pertercem ao conjunto B.

A opergédo de diferencgpoce se visudizada atravé de um diagrana de Ven, cono mostrado
a sequir.
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Exemplos:
- Dades os conpntes D ={0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9},V={a,ei,ou eP={0, 2, 4,6, 8,
...}, temas que
D-V=D
D-P={1,3,5,7, 9}
- Dados s conjintss A = {x ON x> 2} eB ={x 0N |x=x%}, temosque
A-B={3,4,5,6,7,..}
B-A={0, 1}

- Dade & conpntess R Q e |, temas que

R-Q=1
R-I
Q-1
- Pam quatjue conjunb universdJ e qu
O

3.5 Conjunto das Partes
Dado conjunto A, tensque:
- AUOA

- OOA

- SexUOA,entdo{¥} OA

A opergao unaria que aplicada am conjunb A, resula num conjunb constitufio ce tods os
subconjunts e A é denominach conjunto das partes e Ae édenotad por:

P(A)={X| x O A}

Exemplo Dados s conjuntoA = {a}, B ={a, b} eC={a, b, c}, temes que
- PO)={0}

- P(A={0,{a}}

- P(M®={0,{a}, {b}, {a, b}}

- P(O={0,{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a , c}, {b, c}, {a, b, c}}

Se 0 nimero @ elements ce um conjunb X én, entdo o nimesock elements ce P(X) é 2.

3.6 Produto Cartesiano

Antes e definirms a operacd produto cartesiao, vama definf uma sequénciauma
sequéna den elemente é definida cora sendo ura nupla ordenadaou seja n objets em
ordem fixa. Particularmentedizema que uma 2dpla € uma paordenao e érepresentaal por

(%) ou(xy).
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Obsenago A ordem dos elementog importante Logo, (X, Y) # (Y, X).
Sejan A e B conjuntos O produto cartesianode A por B € cono segue:

AxB={(a,b) aD AObOB}

Denotame o produto cartesiancedm conjund A por ele mesm com .

Exemplos Dada os conuntos A ={a}, B={a, b} eC=1{0, 1, 2}, temas que:
AxB={(a,a).(ab)}
BxC ={(a0).(a1).(22).(b0). (b2, (b.2)}
cxB={(0.a),(0.6).(1.2).(1b).(2.2).(2.b}

A ={(a.a)}
{

B? ={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)}
AxN ={(a,0),(al),(a2),.}
(AxB)xC :{< a,a),0),((a,a).1),((a a),2),((a,b),0),((a,b)1),((a b>,2>}
Ax(BxC)={(a(a0)).(a (a1)).(a (a2).(a (b0)).(a{b1).(a (2)]
AxO =0
OxA=0
0%=0
Obsenacoes:

Nao-comuttividade AxC ZCx A
Nao-associgividade (AxB)xC # Ax(BxC)

Propriedades que envolven Produto Cartesiarn, Unidoe Interse@o
a) Distributividace obre a Unidio Ax (B C)=(AxB)I(AxC)
b) Distributividace obre a IntersegdoAx (B n C)=(AxB)n (AxC)

3.7 Uniédo Disjunta

Sejan A e B conjuntos A unido disjuntadcs conjuntosA e B, denotad pa , € como
segue:

A+B={a A)| adA}0{b,B) bOB}

onde ¢s pare ordendos (a, A) e (b, B) representa (elementgidentificagao) .

Também podema denotar a unid disjunta da seguinte forma:

A+B={a,| a0 At O{b,| b0 B}

Exemplos Dada os conpntosD ={0,1,2,34,5,67,8,9},V={a, eiou}, P={0, 2, 4,6,
}eA {a, b, c}, temas que:

D +V ={0p, 1, 2, 3p, 4, 5, 60, 7o, &, b, &, &, iv, Oy, W}

D+ P={0p, 1o, 2, 3p, 4, 50, 60, 70, 80, %, Ob, 25, 4p, Gp, ...}

O+0=0

A+ 0 ={an, ba, Ca}

A+ A = {ap, by, &, &, by, ¢}
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4 RELACOES

4.1 Relagéo Binaria

Dadas dois conjuntos e B, uma relacé binara R de A em B € um subconjunb de um produto
cartesian AXB, ousep RO AxB, onde:

- A éo dominio, origen ou conjunto @ partida de R

- B éo contra-dominio, déiso ouconjunb de chegada de R

Paa R AxB, = (a, b> R, entdo afirmameque "a relaciona-s can b". Podems denotar

uma relacd R da seguire forma R: A - B e, paa un elemend <a,b>DR, podemos
denota-lo com aRb.

ExemplosSeJemA {a},B={a, b} eC={0, 1, 2}. Sdo exempock relacdes:
O éumarelagide A em B

- AxB —{( a,a),(a, b>} é uma relagdide A em B
- Relagdo @ Igualdade d& em A: {(a,a)}
- Relagdo "mendrde C em C. {(0,1),(0,2),(],2)}
- Relacdo dC em B: {(0, a), (1, b>}
. [O:P(B) » P(B)

<

C - C
A A

Endorrelacdo au Auto-Relacdo: dado um conunto A, una relacé dotipo R: A - A é dita
uma Endarelac® ou Auto-Rehcd. Assim tema que origen e destho S&0 0 mesmo conjunto

e podems denotadpor (A R).

Exemplos Sep A um conjunb. Entdo, sdo endorrelacdes:

- (Nis)

- (29)
Q=)

- (P(A.0)
{

P(R),0)

Uma relacaé binara poce se& representano diagram e Venn, conbp mostran & figuras
abaixo.

A B C C

N

a(ab)deR:A- B (c,<)={02),(02),(12)}

A seguir alguma definicdes referentes @onceid de relacao:
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a) (a,b)0R: dizems que R est definich paraa e queb é aimagen dea.

b) Dominio de definicdo é o conjunb de tados os elementosedA pama o quas R esta
definida.

c) Conjunb imagem conjuni de tbdos s elements e B que esté relacionads can algum
elemento d A.

Exemplos Dada s conpntos A ={a}, B={a, b} eC={0, 1, 2}, temas que

- pam aendorelagd (C,<>, o dominio @ defini¢c® é o conjunto {0, 2 eo conjunb imagem
€0 conjuto {1, 2]

- pama arelacd =: A - B, odominio @& definic® é o conjunb {a} e o conjunb imagem
também é o conjunto {a}.

4.2 Endorrelacdo cono Grafo

Toda endorrelagi R: A — A pock se representaal cono un grab, onde:
a) cada elemertd do conjuntdA é representio como mn nodo do grafo;

b) cad pa (a,b} da relacé é representada canunma arestado grafo, can origem enma e

destno enb.
Exemplos: —_—
—
0: A= A =:B - B={(a,a),(b,b)}

(©)
Qae ® ‘e

(c,<)={(01),(0,2),(1.2)} R:C - C td que R={(0.2),(2,0),(2,2)}

4.3 Relagdo como Matriz

Sejan A = {a;, &, ..., &} € B = {by, by, ..., b} dois @wnjuntes finitos A represerdcéd da
relacd R: A - B como matiz é cono segue:

a) o numero @ linhaén (nimero @ elementesdo dominio);

b) o ndmero @ colinas ém (nimep de elements ca imagem);

C) a matrz resultarg passu mx n células;

d) cadh uma damx n células possuen un vala l6gico associado;

e) se <ai ,bj > R, ent® a posicd determinad peh linhai e peh colnaj da matrz contém

valor verdadeio (1), ca® contrario, seu vatesea falo (0).
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Exemplo Dados &s conjuntoA = {a}, B={a, b} eC={0, 1,2}, tems que

J ja A - A

a |0

=la b —

a1l 0 (8.=)

blo 1

<o 1 2

00 1 1 (C.)

10 0 1

20 0 0

R

0 R:C - C td que R={(02),(2,0),(2,2)}
1

2

AxB |a b AxB=A - B

a 1 1

Sla b

01 0 s={0,a)(Lb}:Cc - B
1]0 1

20 0

g o {a b a, b

O Il {1} {1} {1} 0: P(A) -~ P(B)

fayjo 1 0o 1

4.4 Propriedades das Relac¢des

Uma endorrehc® binara en um onjunb A pode te determinada popriedadesA seguir
serdo apresentaslas propriedadegque envolven as endorrebgdes.

4.4.1 Relacdo Riexiva
Sejan A um conjunio e R uma endorrelgé an A. R é uma relagdireflexiva se:

(Dad A)aRa)

A negacd da propriedad reflexiva éconp segue‘ (EBD A)(—- (aRa))‘

Exemplos Dado oconjuntoA = {0, 1, 2}, tema que & seguinte relacde s@ reflexivas
- (N,<), pois bdo element ¢ igud a § mesmo

- (P(A), D}, pois todo conjunb esé corido en § mesmo
- A*: A A, pois es relacé contén os pars (00),(11) e (22)
- (A=), pois bdo element é igud a $ mesmo

A matriz e o grafo @& uma relagd reflexiva apresenta una caracterista especiala diagnal
principd da matrz contén somerg valores l6gicos verdadeir (1) e qualque nodo do grafo
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possu uma arest can origeme desino nek mesm. Veja & matrizese grafs referente a
algurs dos exemplos apresentadacima.

A%l0 1 2 4 N
A2:ALA 01 1 1 =
1011 1 G
I
\_ J
=]o 1 2 4 N\
(A=) 01 00 @
1/0 1 0
210 01

\_ J
4.4.2 Relacadrreflexiva

Sejan A um conjunio e R uma endorrelgéo an A. R é uma relagdirreflexiva se:

(0a0 A)-(aRa)

Exemplos Dado oconjuntoA = {0, 1, 2}, tema que & seguinte relacde s@® irreflexivas
- (Z,#), pois n@ elemento diferertce $ mesmo

- (P(A),0), pois pam arelach "esf contilo propriamente 0s @njunb precisan se
diferentes
- O:A - A pos n® ha nexhun elemenn dotipo (a,a)

- (AR), = R= {(0,1},(1,2},(2,1}}, pois n@ h& nenhm elemend do tpo (a,a)

Exemplo e relacé nam reflexiva nam irreflexiva:
-(AS). = 5={02).(20(22}

A matriz e o grafo & uma relagéirreflexiva apresenta uma caracteristia especiala diagnal
principd da matrz contén somerg valore I6gices falo (0), e qualqueé nodo do grafo nao
possu aresa can origan e desino neé mesmo. Veja & matrize e grafes referentea algins
dos exemplos apreseqi@s acima.

4 N\
O:A- A

ONNO
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R

{01).(12), (21}

4.4.3 Relacdo Simétrica
Sejan A um conjunio e R uma endorrelgdo. R é uma relagéisimétria se:

(0a0 A)CbO A)aRb - bRa)|

Exemplos Dada o conjuntoA = {0, 1, 2 e X um conjunb qualquer, tem®que & seguintes
relacdes s@ simétricas
- XXX

- (%)
- (X,%)

(P(X),=)
- X=X

A matriz e o grab de uma relagdi simétrca apresenta una caracteristica espekiaa matriz a

metacak acima da diagnd principal é aimagam espelhad da metade de bai, ¢ no grafo, entre
dois mdos quaisjuer, oundoexise arestaou existen duasarestas, uaem cach sentilo. Veja

as matrize e grafe referentsa algins dos exempls apresentados acima.

A2 / \
i

-

o

0
nOJor

ACA LA

J

4.4.4 Relacdo Afi-Simétrica
Sejan A um conjunio e R uma endorrelgdo en A. R é uma relagdianti-simétria se:

(a0 A)ObO AYaRbObRa - a=bh)|

Exemplos Dada 0 conjuntoA = {0, 1, 2 e X um conjunb qualquertema que & seguintes
relacdes s ari-simétricas
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X,
P

=)
(X),

)

X - X
N,R), £ R={(x,y)ON?| y=x?}

1
~ [ -~ —~

Exemplo @& relacé nem simétrca, nem arti-simétrica:

- (A'S), = $={(01),(10),(12)}

A matriz e o grafo @& uma relagd anti-simétrga apresenta uma caracteristica espekiaa

matriz, para qualque célula verdadei (1) em uma da& metades al matriz a correspndente
célula na outa metaé éfalsa (0} no grab, ente dos nalos quaisquerexist no maximo uma
arestaVeja amatriz e o grab referentea un dos exemplos apreseniaacima.

rR={(00).(12).(22)}

4.4.5 Relacdo Transiva
Sejan A um conjunb e R uma endorrelagéo an A. R € uma relagditransitia se:

((0a0 A)Ob O A)OcO A)laRbObRc - aRq)

Exemplos Dado un conunto X qualquertema que & seguinte relactes satrangtivas
- XX o X
- O:X- X
- X, >
P(X),0)
P(X),0)

{
{
-
{
{

N Z
IN

N

Exemplos Dado un conunto X qualquertema que & seguinte relagcds ndo sao transvas
- (2#)

- (AR}, = R={01),(20)(21)

- (AR, = R={02),(20)(22)

4.5 Fechs de Relacdes

Sejan R A — A uma endarelac® e P un conunto de popriedadesEntédo,o fecho de R em
relacio a Pé a maor endorrelaca em A que contén R e que satisfa as propriedadesalP. Se
a relac@ R ja contén as propriedadesalP, entdo &l éa sel proprbd fecho en relac® a P.

R O FECHO-P(R)|
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45.1 Fedo Rdlexivo

Suponla R: A - A uma endarelagdo Entdo o édo reflexivo & R é defindo como
segue:

Fecho-{reflexivg(R) = RO {(a,a)| am A}

Exemplo Dados o conjuntoA = {1, 2, 3, 4 5t e R A - A uma endarelac®d, td que
R={(12),(15),(2,3),(34)}, teme que
Fecho-{reflexiva(R) ={(1.1), (1,2),(15),(2,2),(2,3),(33),(34), (4,4),(55)}

45.2 Fedo Simétrico

Suponia R: A - A uma endarelacdo Entdo o édho smétrico de R é defindo como
segue:

Fecho-{simétricd(R) = RO{(b,a)| (a,b) IR}

Exemplo Dados o conjuntoA = {1, 2, 3, 4 5t e R A - A uma endarelac®d, td que
R={12),(15),(23),(34)}, tema que
Fecho-{simétricd(R) ={(1.2),(15),(21),(23),(3.2),(34),(4,3), (51}

4.5.3 Fedo Trangtivo

Suponla R: A - A uma endarelacdo Entdo o édo trangivo de R é defindo como
segue:

a) se(a,b)OR, entd (a,b) 0 Fecho-{transitiva}(R);

b) se (ab)0Fecho-{transitiva(R) e (b,c)dFecho-{transitiva}(R), ent&o

(a,c) 0 Fecho-{transitiva}(R).

Exemplo Dados o conjuntoA = {1, 2, 3, 4 5t e R A - A uma endarelac®d, td que
R={12),(15),(23),(34)}, tema que
Fecho-{transitiva}(R) = {(1.2), (1.3),(14),(15),(2.3),(2,4),(34)}

Algumas notacds s&® importants e poden se utilizadess parn simpificar e representaas
seguints rehcoes:

a) R' =Fecho-{transitiva}(R)
b) R = Fecho-{reflexivatransitiva(R)

Portantg considerado o exemplo acima, teraque

R ={(11).(12).(13).(14).(15).(2.2).(23).(24).(33). (34). (44).(5.5)

4.6 Relacdo & Ordem

Intuitivamente podems pensanunma relac@éd de orden quando lembrams ce uma fla no
bano, de uma fila @ aunos disposte numa sala de aujana relacéd "mena ou igual' no
ndmers naturaisetc.
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Ordem parcial: é tda relaca binara en um conpinto A que é simutaneamentereflexiva,
anti-simétricae transitiva

Sao exemple e relaca de orden parcial:
N

- (P(N),0)
- (z",x_divide_y)

Se R é una relacé de orden parcid em A, entd dizems que <A, R> € un oonjunto
parcialmeng ordenad.

Se A é um conjunb finito, ent® podems representavisualmené um conjund parcialmente
ordenao an A por um diagrama de Hasse Cadh elemertd ce A é representdo pa um ponto

(vértice do diagramaQ diagrana de Hasspode se construflo can bag num grab, onc as
aresta que representa & rebcdes reflexiva e trangtivas ficam implicitas ro diagramaVeja o

exemploa seguir.

Exemplo Dados o conjuntoA = {1, 2, 3 ea relacé de orden <A, S}, teme ses respetivos
grafoe diagrama de Hasse represensaatuaio.

w

(grafo) 1

(diagrana deHasse)

Obsere gue s elementos a relac@d séo representasmo diagram em ordem cresent de
baixo pam cima ou sejacomo 1< 2, ent®d o elemend 1 aparee abainp do elemento .2As

orientad0 das aresta torna-sedessa forma desmcessdria ja que a disposicé das elementos
no diagram preservass informaca.

Exemplos:
- Daca arela¢c® de orden <P({:LZ}), D> , seu diagram de Hasse estepresentip abaixo.

{1,2}
{1} {2}

O

- Dadmo conjuntoA = {1, 2, 3, 6, 1218 e arelac® de orden "x divide y", o diagram de
Hass esta represemta abaixo.
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6
2 3
1
- Dado o diagram de Has a sequir,
[S]
b C d
([
a f
temas que o] conjunto dado pal relacé de orden é

{(a.a).(ab).(a.) (@), (@), (b, (c.c)(c.d). (0. &) (e, 1)}

4.6.1 Elemento Minimo

Suponta A um conjunb e (A R) urma relacé de ordem Dizemas que M é elemerd minimo de
R se

(0an A)mR3)

4.6.2 Elemento Minimal

Suponla A um conjunb e (A R) uma relagé de ordem Dizemes que m é elemerd minimal
deR se

(0a0 A)f(amOR)

4.6.3 Elemento Maximo

Suponla A um conjunb e (A R) uma relaca de ordem Dizema que m é elemerd maximo

deR se
(0an A)arm)

4.6.4 Elemento Maximal

Suponla A um conjunb e (A, R) uma relacé de ordem Dizema que m é elemerd maximal
deR se

(a0 A)f(ma)OR)

Exemplo Dados o conjunb A = {1, 2, 3, § 12, 18 e a relacé de orden "x divide y", cujo

diagrama de Hass ja fa apresentdo anteriormente, tersgue

- 1é elemerd minimo, pos esé relaciondo can todcs 0s outros elemerdak A;

- 1é elemerd minimal, pos n® ha elemert que relaciona-se co ele;

- 12e18 s& elemente maximais pois n@ existen elemente can os quak eles relacionam-
se;
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- n& ha elemerd méximo, pa n® hA elemerd que € relacona can todcs s outros
elements ce A.

Exemplao Desahe un diagrana de Hasse parum conjun parcialmerg ordendo can quatro
elementostais gue existan dois elements minimais dois elementos maximai® & existam
elements mininmo e maxino e cada elemeatesé rebcionalo can dois outrcs elementos.

Um possivé diagrana €o apresentada seguir:

4.7 Relacao e Equivaléncia

A relacé® de equivaléncianos i anoc® de igualdaeg sematica, ou seja, d elements que
apresenta um mesno significad.

Relagé de Equivaléncia é toda relacé binara en um ®njunb A que € simutaneamente,
reflexiva simétricae transitiva

Sao exemple ck relacde e equivaléncia:

- ()

- (AR),®A={0, eaRbo a=b?

Particdo de um Conjunto: uma partic® de um conunto A € un conjunb de subconjuntos
disjuntes ndo-vazios cajuniéo é igud ao conjunb A.

Pam visualiza uma pati¢céo, suponh un conjunb A = {x [Ix € aluno cc Matematica Discreta}
e a relagd XRy o (A,x_serta_na_mesma_ fila_que_ y>. Ao agruparms tdcs 0s
aluna do conjuntoA que estéd relacionads ente si obtema a figura abaio. Obsere que o

conjunb A foi divido en submnjuntcs tas e todes s alincs da turna pertence a um e
somené um subconjunto.

&

S

Qualque relac® de euivalénca divideo conjunb once esé definich en uma particé. Os
subconjunts gqe conpdem a partic® sdo formade agupando-e s elementos relacionados,
como noca® des alincs da turma de Matematica Discreta.

Classes de Equivaléncia se R é uma relagdi de equivalénciarm um @njunb A e sea [0 A,
denotame por [a] o conjunto & tbdes s elements relaciondos aa em A e 0 chamams de
clas®e de equivalénaide a Dessa forma podemas escreveque

[a]={x x0ADaRY

Teorema uma relacé de equivalén@ R em um conjund A determira uma particd de A e
uma partic®d de A determira uma relagéide equivalénciara A.
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Exemplo Considee o conjunb dos nimers naturas e a relacd de equivaléncia
(N,"x+ y _é_ paf'>. Td relagd® divide o conjuntoN em duas partes ou seja en duas

classs b guivalénciasSe x € par entdox + y € par paa bdo nimeo par, se X € impar entdo

X +y é impa pam todo nimeo impar Assim tods os nimeros padorman uma classe de
equivalénch etodas 0s nimeros impardorman unma seginda clase e equivaléncia Podemos
representaessa partic® de N como most figura abado.

M

Obsenre que & classs e equivaléncigpoden se representadapo qualquembjeb pertencente
aela:

- clas® des pares[2] = [6] =[1034 ={0, 2, 4, 6, ...}

- clas® des impares[1] = [1]1] = [245]1] ={1, 3,5,7, ...}

Exemplo Paa cada uma darebhcOes a seguir descrea a& classes a equivaléncia
correspondentes.

a) (N,=)
Possu n classe e equivalénciatais que caa clase ce euivalénca ontén um Unico
elemento.

[n] ={n}
b) EmA={1,2 3 eR={11),(22),(33),(12),(21}

As classesalauivalénca s@ as seguintes:
[1]={1, 2 =[2]

[3] = {3}

4.7.1 Congruénciam Z

Considee o conjunto de nimere inteircs Z e um nimep inteir m>1. Dizema que X €
congruerg ay médulom, denotad por

x = y(modm)
se X— Y é divisivé por m, ouseja £ X =y + km pai algun inteir k.

A relac@® de congruénciara Z define uma relagéide equivaléna en Z. Par verifica que isso
€ vdido, tems que mostra que a relacd de congruénca en Z € uma relagd reflexiva,
simétrca etransitiva Acompanle o raciocind a seguir pam qualque inteiro x, teme que

x = x(modm), pois x-x=0 & divisivé por m. Logo, tems que a relacé é reflexiva
Suponla qe X = y(modm), entdox—y é divisivé por m. Enté® — (X - y): y — X também
€ divisive por m. Logo, temes que arelac® é simétrica Suponla agoa qe X = y(modm) e
que Yy = Z(modm), entd X—-y e y—-z s& divisives por m. Entdo, tems que a soma
(x-y)+(y-2z)=x-2z tambén é divisivé por m. Logo, x = z(modm) e a relaca é
transttiva. Assim mostrame que arelacé® de congruénca modulo mem Z é, simitaneamente,
reflexiva, simétria e trandiiva g portantog una relaca de equivaléncia.

4.8 Relagao Inwersa
Sep uma relag@R: A - B. Entdo,arelagdo invasaé cono segue:
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R™:B - A={b,a)| (a,b)OR}

Exemplos:
Dadas o conjntas A = {a, b} e B = {2, 3, 4 e arelacd R:B - A:{<2,a>,<3,b>},
temas que arelac® inversx deR, R* é dadagpor
R:A - B={a2),(b3)}
Dadas o conjuntoC = {2, 3, 4 e arelacd (C, <>, a relacé invers pode se visualizaé no
diagrana a seguir:

) GAD

<:C->C <'=>:C.C

4.9 Composicéo & Relacdes

Sejan A, Be C conjuntoseR: A - BeS B - CrelagcdesA composicd de R e S denotada
porReS: A - C,étd que

(a0 A)ObOB)OcOC)aRbObSc - a(Ro Sk)|

Ou seja,

RoS={(a,c)| (bOBDO(ab)0RO(b,c)0S}

Exemplo Dados & conjuntoA ={a, b,c, d},B={1,2,3,4,3 eC={x, Y, Z e & reh¢cdes
R: A~ B={a1),(b3),(b4),(d5)} e S:B - C={Lx),(2,y),(5Y).(52)}, tems que
a conposic®d de Re Sé cono segue

RoS={(ax),(d,y)(d,2)}
e pock se visualizad ro diagrana a seguir:

A composigéo e relagds é associativaou seja:

Sejan as relagéeRR A - B,S B - CeT: C - D. Entd, tems que

((ToS)eR=To(ScR)=ToSoR
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4.9.1 Composicao d Relacds cono Produto @ Matrizes
A composizéo de relacde pode se vista cono o produto & matrizesVejao exempb a seguir.

Exemplo Sejan R e S relagées an X = {a, b, ¢} definidas pa R:{<a,b>,<a,c>,<b,a>} e

s={a,c),(b,a),(b,b),(c,a)}. Determinarems a conposich de R e S atravé da

multiplicacd das correpondente matrizes Abaixo, tema & correspndents matrizes que
representa as relacfefRe S

A multiplicac® das matrizeRR e Sé dada com segue:

+1+1 0+1+0 O+O+OH HZ 1 OE
RB=[0+0+0 0+0+0 1+0+0 =0 0 1[
H+0+0 0+0+0 0+0+0H H 0 of

Assim tems que a composcdd ReS ¢é dada pela mawmi R[5, ou seja,
RoS={(a a),(ab),(b,c)}.
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5 TIPOS DE RELACOES

Vamaos estida agora s diferents tipos e relacdes.

5.1 Relagdo Funcional
Uma relaca binaraR: A — B é umarelacdo funcional se e somer# se:

((0a0 A)(Ob, 0B)(Ob, OB)aRh OaRb, - b, =b,)|

Em outras palavrastema que paa uma relagd se funcional cada elemerd do conjunto
origem de\e estarelacionao 3 nomaximo, um elemend do ®njuno desino.

Exemplo Daca arelach X % Z — Z, td que X2 :{<x, y)0Z? y= xz}, tema que para
cada inteio x, exise no maximo m intei y tal quey = x°.

A matriz de uma relagé funciondtem uma caracteristia particular cach linha da matd pode
contg no maximo m vala l6gico verdadeiro (1).

Podems tambén visudizar uma relagé funciond no diagram ce Venn Considerand a
relacido R A - A td que R:{<a, a), (b, C>} e A = {a, b, c}, tema que o carepondente
diagrana é coro segue:

Obsene que de fatg cada elemerd do conjunb origan esé relaciondo g ho maxino, um
element do conjunb destho (O que signifia quepoden have elements da origen nao
relacionad® a algum element do destino).

5.2 Relagéao Injetora
Relacao injeta éo corceito dud (inversg de relaca funcional.

Uma relaca binaraR: A — B é umarelacio injetorase,e somer# se:

((ObDB)(Da, 0 A)Da, O A)a,Rb0a,Rb - a, =a,)|

Em outra palavrastema que paln um relac® se injetorg cadh elemerd do ©njunib des$ino
dew estarelacbnad g no maximo, m element do conjunto origem.

A matriz de uma relagd injetoa ten unma caracteristi particular exise no maximo un valor
I6gico verdade (1) em cada colna.

Exemplo Dach arelagd R: A — B, td queA={1,2},B={1,2,3eR :{<l1>,<L2>,<2,3>},

temas que cada elemeatde B est relaconad a, no maximo, m elememn de A. Veja aseguir
o diagrana que representa relg¢éo R.
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5.3 Relacéo Total
Uma relaca binaraR: A — B é umarelacgdo totalsg e somerd se:

(0aD A b OB)(arRb)

Em outras palavrastema que paa uma relagé se total, tods os element b conjunto
origem devem estaelacbnade a algun element do conjunto destin® domino de definicdo
€ 0 préprio conjuntdA.

Na matrz de uma relagéi total dewe existr pelo mens um vala |6gico verdadeio em cada
linha.

Exemplo Daca arelach R A — B, td que A= {1, 2}, B={1, 2, 3 e R={(11),(22),(23)},

temas que cada elemeatde A est relaconad a algun elemem de B. Veja a segui o
diagrana que represemtarelac® R.

A B

=

5.4 Relagédo Sobejetora
Relacdo sobrejetaréo conceib dud (inversg de relaca total.

Uma relaca binaraR° A — B é umarelagdo sobrejetorase e somerd se:

(OboB) O A)arb)

Em outras palavrasteme que paa uma relagéise sobrejetoratodes s elementsedo conjunto
destino devm esta relacionad® a algum element do conjunto origenD conjun imagen é o
proprio conjunb B.

Na matrz de uma relagd sobrejetoradewe existr pelo menos un vala loégico verdadeiro em
cach coluna.

Exemplo Dach arelacd R A — B, td que A={a b, c},B={a, b} e R:{<a, b).(c, a>},

temas que cada elemeatde B est relaconad a algun elemem de A. Veja asegui o
diagrana que represetarelac® R.
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5.5 Monomorfismo

Uma relacd R: A — B é um monomorfismose, e somerg se for simdtaneamerg uma
relacé total e injetora.

Dessa forma o dominio & definic é o propro conjuntoA e cada elemeatde B esta
relacionad can no maximo m elememn de A.

A matriz de um monomafismo tem a seguinte caracteristicaxise peb mens um valor
verdadeio em cada linha da matriz 6 que carateriza aelac® tota) e existe b maximo um
valor I6gico verdadeiro @ cach coluna ¢ que carateria a relaca injetora).

Exemplo Arelac® = A - B, once A= {a} eB={a, b}, ¢ un monomafismo.

5.6 Epimorfismo
Epimarfismo é o concéto dud (inversg de nonomafismo.

Uma relacéd R: A - B é um epimorfismose,e somerg se for simutaneamerg uma relagéo
funcional e sobrejetora

Dessa forma o conjunto imag® é o propro conjunb B e cad elemert de A est relaciondo
com no maxino um elememn de B.

A matriz de um epimafismo temn a seguinté caracterisca exise peb mens um valor
verdadeiro B cada colna da matd (0 que carateriza eelac® sobrejetorpe existeno maximo
um vala légico verdadeiro m cadalinha (0 que carateria a relacé funcional).

Exempla Sé exempla epimorfisno, sendo geonde A={a}, B={a, b} eC={0, 1, 2}
- =A_- A
- SC - BtdqueS={0a),(Lb)}

5.7 Isomorfismo

Uma relacd R A — B é umisomorfismose e somente sexise uma relagdS B — Atal
que:

Ro S=ida

SoR=idg
once idy € uma edarelagdo de igualdag en A (A,:> eids € uma edorrelgdo de igualdade

emB (B, :>, chamadsa ce relagéo identdade

Assim £ Ro S=ids e So R=idg, podems afirma que arela¢® R possti inversa Ainda, se
existe un isomorfisno ente dos cnjuntos podems chama-los elconjuntes isomorfos
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Exempla Dados o conjuntosA = {a, b, c}eB ={e, f, gl ea relacga R A - B td que
R:{<a, e),(b, f>,<c,g>}. R é un isomafismo, pos @nsiderado a relaca invera e R,

R:B - A={lea),(f,b),(g,c)}, temzque

RoR™ ={(a,a),(b,b),(c,c)} =ida
RoR={lee)(f.f)(g.0)}=ids

Logo, a relacé R possiiinversa e @ conjuntosA e B sdo conjunts isomafos.

Teorema Sep R: A - B uma relacé. EntdoR é um isomafismo se,e somente seR for
simutaneamend um monomafismo e un epimafismo.

Dessa forma unma relacé € um isomorfismose,e somente sdor simutaneamerd uma relacéo
total, injetora, funcional e sobrejetora

Podema observa que pam una relacéd s& um isomafismo, 0s conjuntos origm e destno
devem possur 0 mesmo nameroedelementos.
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6 FUNCOES PRCIAISE TOTAIS

Uma func&o parcid nach mas é do qe um relaéo gqe éfuncional Se arelac® funciona for

também total ent® a denominamea ce funcd total. Portanto, podemalizer que toda furgdo
totd é urma funcdo parcid e que tbda furcéo parcid € uma relagd Entretand, nem toda relacéo
€ uma @ingéo parcial, assh cono nem toda fung® parcid é uma @in¢é total.

6.1 Funcéo Parcial

Uma funcdo parcial € uma relagd funcional, ouseja cada elemerd do domind esta
relacionad ano maximo m elemend do contra-dominio.

Um element perteent afungé parcia (a, b} [ f poce s& representdo pa f (a) =b.

Exemplo Dados s conjuntosA = {a} e B = {x, y} tema que & seguinte relacds s@ funcdes
parcias:

- R:BqA:{<x,a>,<y,a>}
- =:B-B

Vale observaque arelac® invera ce uma €@ingéd parcid ndo necessariamerg € uma fungéo
parcial Se cnsiderarme o conjuno A = {0, 1,2} e afuncd parcid f: A - A td que

f ={(01),(21)}, temes que arelacd invera de f, f*={(10),(L2)} naoé uma relagso
funciond e, consequentemente,@ una funcdo parcial.

Pam que arelac® invera de uma relagafunciond seja urma funcé® parcial, eh deve ser
tambén injetor (Que €o dud de funcional).

6.2 Funcéo Total

Uma funcao total é una funcdo parcid que étotal Em outras palavrasé uma fungéo parcial
definida paa bdos s elementsdo dominio.

Se uma btincéo é total dizema apenas qué uma fungd ou seja, semprgue menobnarmos
apena furgéo, estams nos referndo a funcdes totais Assim podems verificar as seguintes
propriedades:

- Funcdo Injetola= monomafismo
- Funcdo Sobrejetaa= epimafismo
- Fuméo Bijetora= isomorfismo

Ou seja, ura func® bijetom é uma fin¢cd injetola esobrejetora.

Da mesma formaque para funcd® parciais a relacéd invera de uma dncd® nao
necessariameatéuma func®. Considerandosoconpntes A = {0, 1}eB = {0, 1, 2}e a fungéo

f:B - AZ{(O,O},(Ll},(Z,O}}, tema que arelac®d invera e f, ' ={<0,0>,<11>,<O,2>}
naoé uma relagéfuncionde, portanto, nd@ uma €éncéo.

Podems mnsidera tambén a funcéd g: A — B, td que g ={<0,0>,(:Ll>}. A inversa deg,
gt= {<0,0>,<L1>} ndoé uma relagétotd e, portanb, ndoé uma funca.

Pam que aela¢c® invera de umauncé® f sep uma fin¢cé, f deve se uma fungéo bijetora.
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7 CARDINALIDAD E DE CONJUNTOS

A cardindidade de un conjunb nach mas é do gqLe amedida ce sel tamanho. Dok wnjuntes A
e B possuen o mesno nimero @ elements ou a mesma cardinalidadeu ainda s® ditos
equipotentes, denotado por

#A=#B
se existe uma correspdénca um-para-m f : A - B.

O oonceto de cardindidade pernite defini conjunte finitos e infinitos.

7.1 Cardinalidade Finita e Infinita
A cardinalidadede un conjuno A, representaalpa #A é:

- Finita: se existe uma bijegiente A e o conjunb {1, 2, 3,...,n}, paa algun N[JN. Neste
ca®,#A =n.

- Infinita: se existe uma bijegdente A e un subconjunb préprio @& A, ou seja se
conseguims 'tirar' alguns elementosealA e anda assin podema estabe&lce uma bijecdo
com A.

Exempla Mostre queo conjunto de nimerd inteircs Z € um conjunb infinito.
Paia mostra que Z é um conjuni infinito, precisamse mostraque existe ura bijecad ente ele

e un subconjunb prépro dele como po exempbd, o @njunb dos nimers naturas N.
Portantg precisame enontra uma funca bijetora f :Z — N . Suponla f : Z — N, td que:

- sea20,entd f(a)=2a
- sea<0,entd f(a)=|2g-1

A tabeh abaxo mosta s valores df(a) e suger@ relacionamend um-para-m ente Z e N.

a | f@
-4
-3
-2
-1

OO NO|IFk W OoN

AWIN|FL O

Temas que f é uma funca bijetora esabeme que N é um subconjunb préprio & Z. Portanto,
Z é un oonjun infinito, como querian®mostrar.

Vale ressaltaque nen todcs os conjunts infinitos possuen a mesma carditidade Podemos
dizer que um conjunto infinito A é dito:
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- Contavel s existe m bijec® ente A e umn subconjuno infinito de N.
- N&o-Cont&el ca® contrério.
A bijecé que defineo conjunb A cono conjunto contaves dita @umeracé de A.

Exemplo Os conjuntosZ (inteirog e Q (racionai¥ s& conjunt@ contaveie o conpntcs |
(irracionaig e R (reai$ sé@ conjunt@ nao-ontaveis.

7.2 Cardinalidade dos Conjuntos Nao-Contaveis

Todes s conjntos @ntaves possuen mesna cardinalidade Entretand, nem todcs o0s
conjuntes nao-ontaves possuen a mesma cardinalidade.

Dizemas que um conjunb A tem tants elementos quamium conjunb B, ouseja:

#A<#B

guando exisé uma funcéo injetoa f : A - B.

Teorema Schrdder-Bernstein: sejan A e B dois conjntcs tais que existen duass funcbes
injetoras:f, : A - B e f,: B -~ A. Entdo, exi®t uma tin¢® bijetoma g: A - B.

Conjuntos Equipotentes Dois conjuntg A e B s® dtos equipotentegjuando exise uma
bijec® ente eles Logo, podems dize que o conjuntosA e B possuen a mesma
cardindidade.

Peh definic® de conjunts equpotentespodema afirma que todos cs conjintcs contaveis sao
equipotentes.

7.3 Cardinal

A relac® estabeleci@ ente conjntos equipotente® uma relagd de equivaléncia Assim,
podemea mnsiderao cardindconmo una clesse de equivaléncidos conjunts ejuipotentes.

O cardind do conjunb dos numers naturas é representad por [, (aleph-zerd. Como
gualque conunto infinito contavé possu mesna cardinalidade que conjunto de nimeros
naturais ent® L1, represerd o cardind de qualque conjunb infinito contavé e € o menor
cardina dos conjunta infinitos.

Teorema ¢k Cantor. o conjunto da parts e un conjunb tem sempe cardinalidade mai@ue
este. Sgj A conjunb e 2* o conjunto da partes € A, entdo A < #2*.

Prova:
Pare 1 Vamcs mostra que #A < #2*, apresentando wanfunc® injetom f : A - 2*. Seja

f: A - 2% uma funcdo td que pam tocb a [l A, tem-® que:

t(a)=1a}

f & injetom e portanto, #A < #2°.

Pare 2 Vamas mostraque #A # #2°, ou seja, ga #A < #2°, mostrado, ps absudo, que ndo
exiske uma funcé bijetora entreA e 2. Suponla que exise uma €inc@® bijetom g: A - 2*.
Sep o seguing sibconjunb B de A:
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B={a0A alg(a)}

Conmo A é un oonjuntg ele pode s& um conjunb de conjuntos Suponla b 0 A, td que
g(b) = B. Nese caso:

- seb 0B, entd®, peh definic® de B, tem-&queb O g(b) = B.
- sebOg(B), entd, peh definicd de B, tem-& que b O g(b) = B.

O que é uma ontradicdd Logo, ndo exist uma fincé bijetom entreA e 2.

O conjunb das partes e N é equipoterd & conjunb dos nimeras reas R. Considerand que

2“ denof o cardind do conjund da parts can cardinalidag k tem-& que 2* é a
cardindidade do conjunto denumera reais ou sejaé a cardinalidagldo continuum

Teorema O conunto | = [0, 1] de tod®s s nimera reak ente 0 e 1 € ndo-ontavel.

Prowa (por absurdo):
Suponla | contdvel Entdo, exi#g uma 6@Gngcd bijetom f:N - |. Seja

f)=a,f(2)=a, f(3)=a,,... isto é | ={a,,a,,a,,..}. Vamas listar ses elements em
uma colina can swa expans® decimd:

8y = 0, X1 Xgp X 3% 4

8y = 0, Xy X5 X3 X4

Ay = 0, X3y X35 Xg5 X4

5 = 0, X4 X40X43Xs40-

once x; 0{012....9}.
Sepb=0,y,Y,Y;Y,... um nimeo red obtido ca seguire forma:

O sex; #1
Yi = _
sex; =1

Portanto b0 | . Mas

b#a,posy, X,
b#a,, poisy, # X,,
b # a,, pois Yy, # X5,

Portanto b [J| :{ai,az,ag,..}, 0 gte é uma ontradic®, jaque b1 ! Logo, a suposicd de
guel é mntavé é falsa eportanto] € ndo-ontave] como queriam®provar.
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8 INDUCAO MATEMATICA

Pam entede intuitivament o que éalnducdo Matematicavamas ilustrar a técnica:

- Vocé esé ubindo unma escad infinitamente altaComo sabese seé capa de chegaa um
degrau arbitrariameatdto?

- Suponla & seguintes pidteses:

1. Vocé consegue alcanga primeiro degrau
2. Uma ve chegadoa un degral, vacé sempre € capake chegaao préximo

- Peh hipotesd, vacé é capa de chegaao primeiio degrau pel hipétes 2, vacé consegue
chega a0 segundp novament¢ pela hpétee 2 che@ a terceip degray e assim
sucessivamente.

Essa mesm pioprieda@ é utlizada para provapropriedads dos niimere inteires positivos!
Considee que P(n) deno& queo nimeo inteiro postivo n possiia piopriedac P.

1. Assumime@ que o numero 1 te a propriedad®: P(1)

2. Supoma gue a poprieda@ P é vdida para qualguéanteiro postivo k: P(k)

3. Provama que s a propriedad® é valida paa qualque niumenp inteirok, entdoé valida
pamo préximo inteiro posivo k+1: P(k) — P(k+1)

8.1 Primeiro Principio de Inducdo Matematica
O Primeiro Principio & Indu@@o Matematica formulalo da seguirg forma:

1. P(1) é verdade
2. (OK)(P(k) é verdad — P(k+1) é verdade)

E cam isto, provams que a propriedade é verdadeiragé#do inteio postivo n, ou seja que
P(n) é verdade.

Exemplo Suponla que um arcestrd cau- e tewve dois filhos Vamas chama esses dois
filhos de geragé 1. Suponh agoa que cadam desses filhos tee dois filhos. Ent&® a geacéo
2 contdn quatio descendentesmagire que esse procesontinia ce geracéd em gerac®. A
figura abaxo ilustra esse prosso:

Geracac De<endente

1 2=2
2 4=

3 g=2°
Entdo, poden®daluzir que:

- Agerac® 1 passu 2 descendentes
- Agerac® 2 pssu 4 descendentes
- Agerac® 3 pssu 8 descendentes
- E assin swcessivamente
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Enté, podems fazeé a seguint conjecturaa gerag@o n possi 2" descendenteOu seja,
podema escreveque:

P(n)=2"

Agora, vama provar que nessa conjectua esf correta através do primeio principio de
inducdo matenti&a:

Bas de Indu@o (estabelecensa veracidadealpropriedad paran = 1):
P@)=2"=2
Hipotese de Inducéo (supoma que a poprieda@ évdida para algm inteiro k, k= 1):
P(k)=2"
Pas® de Inducdo (provama que a propriedade é valdpag o inteiro seguing k+1, ou seja,
gue P(k) —» P(k+1)):
P(k +1)= 2+
HI
P(k +1)=2P(k)= 22" = 2" (0 nimero ¢ descendenselobra ce una geracé pam outrd

A tabeh abaxo, resure s tré&s passe recessarios paxr uma demnstagéd que usao primeiro
principio e inducao.

Demonstracao polnducéo
Paso 1 Proe a baseelindugédo

Pas0 2 |Suponia P(k)
Ps03 |Prowe P(k+1)

Vejamas mais algns exemplos:

Exemplo Prowe que a equacgda segui é verdadeira para qugle inteiro positivo n.
1+3+5+..+(2n-1)=n?

Base de Indug@o- P(1)
Verificamos que a propriedagl évdida paran = 1.
P@):1=1

Hipétese de Inducéo- P(k)
Supoma que a popriedae € vdida paran = k.
P(k):1+3+5+...+(2k -1) = k?

Passo @ Inducéo - P(k + 1)
Tentame@ prova que a propriedad é valida para= k + 1, ouseja que:

P(k +1):1+3+5+...+[2(k +1)—1];(k +1)?
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Pam fazerms uma denonstiac@® por indugéo, vame reescrevieo lado esquelo ca equacgd de
P(k +1) incluindoa pendltina parceh eusareme a hpoteg de nduc® par provarms o que
gueremos.

P(k+1):1+3+5+..+[2(k +1)-1] =
1+43+5+.+(2k 1)+ [2(k +1)-1] =
k2 +[2(k +1)-1] =
k?+(2k+2-1)=

k> +2k+1=

(k +1Y

Portantg1+3+5+...+ [Z(k +1)—1] = (k +1)°, o qie mosta avaidade e P(k +1).

Exempla Prowe quea equagda segui é verdadeira partodon = 1.
1+42+42%+. . 42" =2" -1

Novamente, van®uilizar a induzéo pag prova a vdidade da popriedade.

Base de Indu@o- P(1)
Verificamos que a propriedael évdida paran=1.
P@):1+2=2""-10u3=22-1

Hipétese de Indugéo- P(k)
Supoma que a popriedae é vdida paran = k.
Pk):1+2+2% +..+2< =21 -1

Passo @ Inducéo - P(k + 1)
Provame que a propriedaglé valida para = k + 1, ouseja que:

Pk+1):1+2+2% +...+ 2K =kl _q

Pk+1)=1+2+22+..+ 2" =

HI
1+2+2% + . +2¢+ 2 =
2k+l -1+ 2k+l =
20(24)-1=
2k+l+l _1

Portantg 1+ 2+ 22 +...+ 25 = 29" 1 o qie mostra ge P(k +1) é vdida, conclundo a
demonstracéo.

- . ni{n+1)
Exemplo Prowe que pam qualqueinteiro postivon, 1+2+3+...+n= —5

Bas de Indug@o- P(1)
Verificamas que a propriedagl évdida paran = 1.
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p@):1= 1H+Y)
2

Hipétese de Indugéo- P(k)

Supoma que a popriedae é vdida paran = k.

P(k):1+2+3+...+k =@

Passo @ Inducdo - P(k + 1)
Provamea que a propriedaglé valida para = k + 1.

Pk+1):1+2+3+...+(k +1); (k+1)[ﬁg<+l)+l]

Pk+1)=1+2+3+..+(k+1)=
1+2+3+..+k+(k +1)i
k[(k+1)+(k+1)=

2

k ik +1)+ 20k +1)

2

(k+1)cfk +2) _
(k + 1)k +1)+1]

2

Nem todas as demnstragepor indugdo envolven somasVeja as exempls a seguir.

Exempla Prowe que pa@a qualqueinteiro postivon, 2" >n.

Bas de Indug@o- P(1)
Verificamaos que a propriedagl évdida paran = 1.
P@):2" >1

Hipdtese de Inducéo- P(k)
Supoma que a popriedae € vdida paran = k.
P(k):2* >k

Passo @ Inducéo - P(k + 1)
Provama que a propriedaglé valida para = k + 1.

Pk +1): 2 >k +1
2t =2 >k@=k+k=2k+1
HI

Portanto 2! > k +1.

Exemplo Prowe que pam qualqueinteiro postivo n, 2" —1 é divisive por 3.
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Bas de Indugo- P(1)

Verificamaos que a propriedagl évdida paran = 1.

P(): 2% -1=4-1=3 é divisive por 3

Hipotese de Inducéo- P(k)

Supoma que a popriedae é vdida paran = k.

P(k):2% -1 & divisivé por 3, ouseja que 2% —1=3m eque portanb, 2% =3m+1

Passo @ Inducdo - P(k + 1)
Provamea que a propriedaglé valida para = k + 1.

P(k +1): 22V -1 ¢ divisive por 3?

22[(]k+1) —1=
22k+2 _1:
(22 @*)-1=

2? [(3m+1)—1H:I
12m+4-1=
12m+3=
30{4m+1)

Exempla Prove que n” >3n pama n= 4.

Bas de Indu@o- P(4)
Verificamaos que a propriedagl évdida paran = 4.
P(4):4% =16>12=3[4

Hipétese de Indugéo- P(k)
Supoma que a poprieda@ é vdida paran = k.
P(k): k? >3k, k=4

Passo @ Inducdo - P(k + 1)
Provamea que a propriedaglé valida para = k + 1.

Pk +1): (k+1)? 30k +1)

(k+1) =
HI
k*+2k +1>
k+2k+1>
*k+8+1> (pois k = 4)
k+3=
3rfk +1)
Exempla Prowe que 2™ < 3" pam tbdon >1.

Base de Indug@o- P(2)
Verificamas que a propriedagl évdida paran = 2.
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P(2):2** =8<9=3

Hipotese de Inducéo- P(k)

Supoma que a popriedae é vdida paran = k.

P(k): 2 <3 k >1

Passo @ Inducgdo - P(k + 1)

Provama que a propriedaelé valida para = k + 1.

P(k + 1) : 2(k+1)+1 ;3(k+1)

2(k+1)+1 = 2 mk+l < 3k m < 3k EB - 3k+l

HI
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