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Coordenadas Polares

Dado um ponto P do plano, utilizando
coordenadas cartesianas (retangulares),

descrevemos sua localizacao no plano escrevendo

P =(a,b) onde a é a projecado de Pno eixoxeb, a
projecao no eixoy.

Podemos também descrever a localizacao de P, a
partir da distancia de P a origem O do sistema, e
do angulo formado pelo eixo x e o segmento OP,
caso P#0.

Denotamos P = (r,0) onde r é a distanciade Pa O
e 0 o angulo tomado no sentido anti—horario, da
parte positiva do eixo Ox ao segmento OP, caso
P+0.

Se P =0, denotamos P = (0,0), para qualquer 6.

Esta maneira representar o plano é chamada
Sistema de Coordenadas Polares.




Exemplos

Coordenadas|Coordenadas
cartesianas |polares
(1,0) (1,0)
(0,2) (2,m/2)
(-3,0) (3,7
{0.-3) (3,3n/2)
(1,1) (V2 mid)
(22) | 22 3w4)




Polo e Eixo Polar

Para representar pontos em coordenadas polares,
necessitamos somente de um ponto O do plano e
uma semi—reta com origem em O.

Representamos abaixo um ponto P de
coordenadas polares (r,0), tomando o segmento
OP com medidarr.

Polo é o ponto fixoem O
A semi—reta é chamada de eixo polar.
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Classe de pares Ordenados

Em coordenadas polares, podemos ter representacoes
diferentes para um mesmo ponto, isto €, podemos ter P =
(r0) e P = (s, ®) semquer=se =0, ouseja(r,0) =(s,a) nao
implicaemr=se0=aq.

Assim, (r,8) nao representa um par ordenado, mas sim uma
classe de pares ordenados, representando um mesmo ponto

Denotamos um ponto P por (r,—0), parar e 0 positivos, se 0 é
tomado no sentido horario.

Assim, (r,—0) = (r,27—0) e (r,—0) é o simétrico de (r,0) em
relacao a reta suporte do eixo polar

Exemplo

* (1,—7/4) = (1, 7=/4) G\{ﬂf-ﬂ }
»p



Simetria

 Denotamos P por (—r,0), para r positivo, se P = (r,7t + 0),
ou seja, consideramos (—r,0) = (r,0+1). Assim, (-r,0) é o
simeétrico de (r,0) em relacao ao polo.

) EXEMPLO:( 3,1t/2) = (-3,31/2)

] % ol3 T2)

()

(-3, mf2)=(3,3m;2)

 Dado um angulo 0, 0 pode ser representado por
0+2kT, para todo k inteiro. Assim,

* (r,0) = (r,6+2m) = (r,0+47) = (r,0 — 27) = (r,0 — 4T) = ...



Mudanca de Coordenadas

 Um ponto P do plano pode ser representado
em coordenadas cartesianas por (X,y) ou em
coordenadas polares por (r,0). Para facilidade
de comparacao entre os dois sistemas,
consideramos o ponto O coincidindo com a
origem do sistema cartesiano e, a semi-reta, a
parte do nao negativa do eixo x.



Mudanca de Coordenadas Polares para

Coordenadas Cartesianas

e Seja P um ponto com coordenadas polares (r,0). Se0<0 <
/2 e r > 0. No tridngulo retangulo OPx a seguir, obtemos as
seguintes relacoes:

U »F rcose

% Y = r-sene

»

0 X
SeB®=0er>0, temos P no eixo das abcissas. Logo, P tem coordenadas

cartesianas (x,0) e coordenadas polares (x,0) (r=xe 0 =0). Assim, x=x-1=r
cosOey=0=rsen6.

Ser=0, P=(0,0) para qualguer 6. Aqui também, x=rcos O ey =rsen 6.
Para os casos onde 0 > 1t/2, fica como exercicio mostrar que também vale:
X=rcosOey=rsen?o.



Mudanca de Coordenadas Cartesianas
para Coordenadas Polares

Seja P um ponto com coordenadas cartesianas
(x,y). Como vimos acima, considerando P com
coordenadas (r,0), temos as relacoes x =r.cosO e
y =r.sen0

Como x%+y?=r2.cos?0 + r2.sen?0 = r?(cos?0+sen?0)
=r2.1=r?

r2= x2+y2=>r=(x2+y2)1/2

Ser=0,istoé, x=y =0 entao podemos tomar 0
qualquer. Ser#0, 0 é tal que cosO = x/r e senB =

y/r.



EXEMPLO

1. A circunferéncia de centro na origem e raio 3 tem
equacao cartesiana x>+y?=9.Comox=rcosOey=r
sen O entdor’ =9, ou seja, r = 3 é a equacao polar
dessa circunferéncia.

2. Se P tem coordenadas cartesianas (—1,1) entdo r? =
(-1)2 + 12, ou seja, r = 22 . Como cos0=-1/21/2=-
212/ sen@=1/212=21/2/2 ent3o © = 31/4. Assim, P
temo como coordenadas polares, (2, %)

 Logo,podemos também transformar equacoes
cartesianas em polares e vice-versa



Lista Exercicio 3

1) Transforme coordenadas cartesianas em coordenadas polares:

a)(1,1) b) (2,-2) c) (v3,1)  d)(4,0) e) (0,-3)

2) Transforme coordenadas polares em coordenadas cartesianas:

a) (1,n/2)  b)(-2,497/6) c) (3,-5n/3) d) (0,n/9) e)(7.7)

3) Encontre a equacgao polar para cada uma das seguintes equacgdes cartesianas.

a) (%1% +y*=1 b)(x+2)?+(y-3)*=13 c)x=-2 d)y=3 e)y=x

4) Encontre a equacao cartesiana para cada uma das seguintes equacgdes polares.
ajr=5 b)r=2senB® c)r=2cos0-4senB® d)B=xn/3 e)sent =cosb

2

3senf = S5cosb

fyr=

5) Encontre as equacgdes polares das seguintes curvas:

* 4 - *

a) da elipse all . Y =1 b) da hipérbole K - EE =1 c¢)daparabolay = X,

-

a- b° a



Graficos em Coordenadas Polares

 Como no caso de equacoes cartesianas, um ponto P esta no
grafico da curva de equacao r = f(0) se, e somente se, P = {r,
f(0)). O uso de coordenadas polares simplifica, em alguns
casos, equacoes de curvas. Apresentaremos alguns exemplos
abaixo.

 Exemplo 1 R =c, c uma constante positiva. Esta equacao
representa os pontos do plano, cuja distancia ao polo é igual a
c, isto é, representa a circunferéncia de raio c e centro no
polo. Observe que r=-c representa a mesma circunferéncia.




* Exemplo 2 6 =0,0onde 6, > 0. Esta
equacao representa os pontos P =
(r,0,) onde r € um numero real s
qualquer. Logo, 0 = 6, representa um
reta passando pelo polo e que forma ¢
um angulo de 6, com o eixo polar.

e Exemplo3r=60,0=>0.Representaos " ™\

pontos P = (r,r) onde r > 0, ou seja, 0s f
pontos P tais que a distancia de P ao N
polo é igual ao angulo, em radianos, =6
entre o eixo polar e o segmento OP. A
equacao geral da espiral € dada porr 7 N\

= a0, considerando 6 > 0. Ao lado [ (m‘x \
temos os graficosder=0er =-0, N4
para 0<0<4Tm r=-8



Procedimentos para Tracar Graficos

1) Verificar se existem simetrias, isto €, se a equacao se altera
ao trocar:

— a) O por —0: simetria em relacao a reta 6 = 0 (eixo x)

— b) 6 por m—0: simetria em relacdo a reta 6 = /2 (eixo y)

— ¢) 6 por T+0: simetria em relacdo ao polo. E equivalente a trocar r
por —r, pois (-r,0) = (r,0+x). Logo (r,0) = (—r,0) < (r,0) = (r,6+7).

2) Verificar se a curva passa pelo polo (r = 0)

3) Determinar os pontos da curva variando 6 a partirde 6 =0

4) Verificar a existéncia de pontos criticos (maximos e

minimos): f(8)’ =0 e f”’(6) >0 = 0 é um minimo relativo; f(6)’

=0ef”’(0) <0= 0 éum maximo relativo.

5) Verificar se r ndo se altera ao trocar 6 por 6+27. Caso nao
haja alteracao, basta variar 0 entre 0 e 2.



Equacoes de algumas curvas especiais em
coordenadas polares: Circunferéncias

a) r = c: circunferéncia com centro no polo e raio |c]|.

b) r = a cos(0): circunferéncia com centro na reta 6 =0,
passando pelo polo e raio |a]|/2.

c) r =a sen(0): circunferéncia com centro nareta 0 =
nt/2, passando pelo polo e raio |al/2.

. : -
' ] ; 0 . 3 12z 3
L=z r = =Zasin(ct)
r = 3cos(t)




Equacoes de algumas curvas especiais em

coordenadas polares: Retas

a) 0 = a: reta passando pelo po6lo
b) r sen(0) = a: reta paralela ao eixo polar

c) r cos(0) = a: reta perpendicular a reta que
contém o eixo polar

r = 2/3ini(t)

Y
3 4 : r = 3."'I|:I:|E|:t-:|

L
0 1 2 h
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Equacoes de algumas curvas especiais em
coordenadas polares: Espirais

a) r = a0: espiral de Arquimedes

b) r = a/0: espiral hiperbdlica

c) r=a"% a > 0: espiral logaritmica

d) r = a.(6)Y/": espiral parabdlica quando n = 2
£= 2%t/ 10)

©

¥ = root(2,t)




Equacoes de algumas curvas especiais em
coordenadas polares: Rosaceas

r = asen(nB) ou r = acos(nB), n inteiro positivo, a0.
Se n é par, o grafico consiste de 2n lacos. Se n é
impar, o grafico consiste de n lacos. Observe que
se n=0o0un=1x1, obtém-se equacdes de
circunferéncias ou o polo (caso r = asen(nt) ).

R

Y
| 2 3 2 4 g
r = 231in(3t)

r = 22in(4t)



