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◦
U
m

 esquem
a reticulado necessário para 

especificar pontos num
 determ

inado "espaço" 
com

 dim
ensões.

�
C
a
rte
sia
n
o

é um
 adjetivo que se refere ao 

m
atem

ático francês e filósofo
D

escartes
que, 

entre outras coisas, desenvolveu um
a síntese 

entre outras coisas, desenvolveu um
a síntese 

da
álgebra

com
 a

geom
etria euclidiana. 

◦
O

s seus trabalhos perm
itiram

 o desenvolvim
ento 

de áreas científicas com
o a

geom
etria analítica, 

o
cálculo

e a
cartografia.



O
rigem

O
rigem

�
A
 idéia para este sistem

a foi desenvolvida em
1637

em
 duas 

obras de D
escartes:

�
D

iscurso sobre o m
étodo

�
D

iscurso sobre o m
étodo

◦
N

a segunda parte, D
escartes apresenta a idéia de especificar a 

posição de um
 ponto ou objeto num

a superfície, usando dois 
eixos que se intersectam

.
�

La G
éom

étrie
◦

onde desenvolve o conceito que apenas tinha sido referido na 
obra anterior.

�
U
m

 sistem
a de referência consiste em

 um
 ponto de origem

, 
direção e sentido
direção e sentido

�
O

 sistem
a de coordenadas cartesianas é o m

ais próxim
o do 

m
undo real, 
◦

Ele nos perm
ite observar as form

as da m
aneira m

ais aproxim
ada 

possível do nosso m
odo de ver o universo.

C
oordenadas cartesianas de alguns 

C
oordenadas cartesianas de alguns 

pontos do plano.
pontos do plano.
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Propriedades

�
O

R
IG

EM
 (universo é um

a linha ) 
◦

Enxergar m
ais que um

a direção e dois sentidos

◦
Ponto de partida, ao qual cham

am
os de origem

,

◦
inform

a o sentido em
 que cam

inham
os, 

�
Para a

d
ire
ita

=
>

 +
,

�
Para a

e
sq
u
e
rd
a

=
>

 
-

�
Para a

e
sq
u
e
rd
a

=
>

 
-

◦
C
ada ponto sobre a reta tem

 um
a distância da origem

, à qual cham
am

os am
plitude, ou m

ódulo

◦
D

esta form
a, tem

os o nosso sistem
a bem

 caracterizado

◦
U
m

 sistem
a de referência com

o tal é cham
ado de sistem

a em
u
m
a
 d
im

e
n
sã
o

�
Porém

 não é algo m
uito útil

◦
Se adicionarm

os m
ais um

a reta na origem
, form

ando um
 ângulo reto com

 a reta anterior
�

Poderem
os referenciar um

a segunda direção,
�

A
gora tem

os um
 sistem

a em
d
u
a
s d

im
e
n
sõ
e
s, que nos perm

ite localizar:
�

U
m

 ponto acim
a e abaixo, 

�
A
lém

 da direita ou Esquerda

◦
Se fizerm

os a m
esm

a analogia e colocarm
os um

a terceira reta sobre a origem
 do sistem

a anterior, fazendo um
 

ângulo reto com
 am

bas as retas anteriores, poderem
os localizar: 

�
U

m
 objeto para frente ou para trás, 

�
U

m
 objeto para frente ou para trás, 

�
A
lém

 de acim
a ou abaixo e 

�
A
lém

 da direita e esquerda, 
�

Então terem
os um

 sistem
a em

trê
s d

im
e
n
sõ
e
s.

�
A
 convenção m

ais usada nos sistem
as de referência, estabelece que os sentidos:

◦
P
a
ra
 fre

n
te,

◦
P
a
ra
 a
 d
ire

ita
e

◦
P
a
ra
 c
im

a

◦
São

p
o
sitiv

o
s

e 

◦
O

s seus
o
p
o
sto

s
são

n
e
g
a
tiv

o
s.

3D
 

3D
 --

D
im

ensão
D

im
ensão

�
U

m
 sistem

a de coordenadas tridim
ensionais pode 

ser obtido através desta estrutura de três eixos 
que se interceptam

 em
 um

 único ponto, 
que se interceptam

 em
 um

 único ponto, 
◦

A
o qual cham

am
os de origem

◦
M

arca um
a distinção angular entre os eixos, 

�
Fazendo com

 que cada um
 seja reto em

 relação aos vizinhos. 

�
N

os sentidos positivos coloca-se um
a seta para 

indicar a progressão crescente dos valores. 
indicar a progressão crescente dos valores. 

�
N

um
 sistem

a com
o este, cada eixo recebe o 

nom
e (x,y,z) associado a variável que é expressa, 

◦
R
epresentam

 as três direções do sistem
a.
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C
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L
o
c
a
liz

a
ç
ã
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e
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o
n
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L
o
c
a
liz

a
ç
ã
o
 d
e
 p
o
n
to
s

�
O

bserve o sistem
a anterior,

�
D

istribuição das variáveis em
 seus eixos,

◦
Eixo vertical correspondente à altura 
◦

Eixo vertical correspondente à altura 
�

É convencionado com
o eixo

”z”, 

◦
Eixo horizontal, correspondente à largura 
�

É convencionalm
ente cham

ado de eixo
”x”, 

◦
O

 Eixo na diagonal, correspondente à profundidade, 
�

É cham
ado de eixo

”y”, 

◦
C
ada segm

ento de eixo partindo da origem
�

G
era um

o
c
ta
n
te, 

�
O

 sistem
a (3D

) tem
o
ito

sub-planos partindo da origem
.

�
O

 sistem
a (3D

) tem
o
ito

sub-planos partindo da origem
.

�
A
 tripla ordenada no form

ato
(x,y,z),corresponde a um

 
único ponto no sistem

a
◦

O
 qual é encontrado através do reflexo dos valores nos eixos,da



P
la
n
o
s p
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á
rio

s
P
la
n
o
s p

rim
á
rio

s

�
Planos prim

ários é um
 conjunto de pontos sobre o 

gráfico que estão eqüidistantes dos planos form
ados 

por qualquer com
binação de dois eixos.

por qualquer com
binação de dois eixos.

�
Suponha que definim

os um
 dos valores da tripla 

ordenada, por exem
plo:

◦
(a,y,z)

ou,
◦

(x,a,z) ou,
◦

(x,y,a).
◦

O
nde

a
é um

a constante.
�

Em
 cada caso, tem

os um
 plano definido com

o 
�

Em
 cada caso, tem

os um
 plano definido com

o 
paralelo ao plano dos dois eixos restantes, 
◦

Q
ualquer valor que seja dado às dem

ais variáveis da tripla 
ordenada será projetado sobre o plano que foi definido.

Plano C
artesiano

Plano C
artesiano

�
Pontos A

(x, y)
�
Eixo das A

bscissas, 
O

rdenadas
�
Q

uadrantes



A
lgum

as C
onclusões

A
lgum

as C
onclusões

�
Pense e responda:
◦
Se P(x, y) pertence ao eixo das abcissas, o que se 
◦
Se P(x, y) pertence ao eixo das abcissas, o que se 
pode afirm

ar com
 relação as suas coordenas?

◦
Se P(x, y) pertence ao eixo das ordenadas, o que se 
pode afirm

ar com
 relação as suas coordenaas?

◦
Se P(x, y) pertence ao 1º quadrante, o que se pode 
afirm

ar com
 relação as suas coordenaas?

◦
E se P(x, y) pertencer ao 2º quadrante? E ao 3º? E 
ao 4°?
◦
E se P(x, y) pertencer ao 2º quadrante? E ao 3º? E 
ao 4°?

Ponto M
édio

Ponto M
édio

�
D

ados os pontos A
(xA

, 
yA

), B
(xB

, yB
) e P

,
que 

yA
), B

(xB
, yB

) e P
,
que 

tem
 a m

esm
a de 

distância de A
 e
B
, ou 

seja
divide ao m

eio, 
tem

os que:

�
A
ssim

 (xP, yP) são as 
coordenadas do ponto 
coordenadas do ponto 
m

édio de A
e B

.
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R
azão de Secção

�
R
azão de secção entre os pontos A

(xA
, 

yA
), B

(xB
, yB

), é encontrar as 
yA

), B
(xB

, yB
), é encontrar as 

coordenadas de um
 ponto C

(xC
, yC

) que 
se
c
c
io
n
a

(divide) o segm
ento  num

a 
determ

inada razão, denom
inada ra

z
ã
o
 

d
e
 se

c
ç
ã
o

.

R
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R
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D
istâ

n
c
ia
 e
n
tre

 p
o
n
to
s

�
Em

 um
 sistem

a bidim
ensional tem

os a 
distância entre dois pontos definida com

o
distância entre dois pontos definida com

o

�
Para um

 sistem
a tridim

ensional a analogia 
segue o m

esm
o raciocínio, o que nos revela 

a seguinte fórm
ula:

C
o
m
p
ro
v
a
ç
ã
o

C
o
m
p
ro
v
a
ç
ã
o

�
N

o plano
xy

a distância entre os dois pontos 
do sub-plano (x,y,0)

é D
2

ab
, para obter a 

do sub-plano (x,y,0)
é D

2
ab

, para obter a 
distância no espaço, precisam

os encontrar a 
distância

xy
→

z, m
ais precisam

ente a distância 
do ponto extrem

o, resultante do encontro dos 
valores de

x
e

y, com
 o valor em

z. Esta 
distância

xy
corresponde a

D
2

ab , logo:
distância

xy
corresponde a

D
2

ab , logo:

�
O

 que define o seu valor após a substituição de 
D

2
ab , resultando na fórm

ula definida anteriorm
ente



A
 e
sfe

ra
A
 e
sfe

ra

�
Por definição, a esfera é o conjunto de todos os 
pontos no espaço que estão equidistantes

de um
 

ponto específico, ao qual denom
inam

os centro. 
ponto específico, ao qual denom

inam
os centro. 

C
onsiderando que as coordenadas de qualquer ponto 

são (x,y,z) e que podem
os especificar um

 ponto de 
coordenadas (h,k,l) a distância entre os pontos é

D
efinim

os D
3

=
 R, que é o raio da esfera, 

�
D

efinim
os D

3
ab =

 R, que é o raio da esfera, 
conseqüentem

ente:

�
Q

uaisquer conjuntos de pontos que constituem
 um

a esfera tam
bém

 são delim
itadores de 

um
 espaço no interior da m

esm
a que gera um

 volum
e, o qual pode ser calculado pelo 

cálculo de volum
es com

 a técnica de secionam
ento

por Lâm
inas paralelas;

R
eferências

R
eferências

�
http://pt.w
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iki/Sistem
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em
 13 jul. 2013.



G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S
G

EO
M

ET
R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S

O
 que você deve saber sobre

G
EO

M
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R
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N

A
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D
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IA

S
G

EO
M

ET
R
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A
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A
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D
IST

Â
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C
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S

O
 estudo da geom

etria analítica tem
 início na determ

inação das distâncias entre 
entidades geom

étricas (pontos, retas, curvas) colocadas sobre o plano cartesiano. A
 

partir daí, diversas situações podem
 surgir, com

o a definição de curvas com
plexas por 

m
eio de equações em

 que se relacionam
 os valores das coordenadas de 

seus pontos.

D
ados dois pontos quaisquer, 

A e
B, de coordenadas

(x
A , y

A ) e 
(x

B , y
B ), respectivam

ente, 
a distância entre os pontos 
A

e B
pode ser obtida 

pela aplicação do teorem
a 

II. D
istância de ponto a ponto

II. D
istância de ponto a ponto

pela aplicação do teorem
a 

de Pitágoras.

G
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A
LÍT
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A
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D
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Â
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C
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A
s coordenadas x

M
e

y
M

do ponto 
m

édio do segm
ento      são, 

respectivam
ente, as m

édias 
aritm

éticas das coordenadas

II. D
istância de ponto a ponto

A
B

C
oordenadas do ponto m

édio de um
 segm

ento

aritm
éticas das coordenadas

dos pontos A e B.

A
s coordenadas do ponto m

édio 
A
s coordenadas do ponto m

édio 
M

do segm
ento      são:

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S

A
B

II. D
istância de ponto a ponto

B
aricentro de um

 triângulo ABC

C
oordenadas do baricentro G

 do triângulo ABC:

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S



Á
rea do triângulo

D
ado um

 triângulo de vértices A, B e C, localizado no plano 
cartesiano, sabe-se que a área do triângulo ABC

é num
ericam

ente
igual à m

etade do m
ódulo do determ

inante form
ado pelas 

coordenadas dos pontos A, B e C:

II. D
istância de ponto a ponto

coordenadas dos pontos A, B e C:

•A
1

a
coluna é form

ada pelas abscissas dos pontos A, B e
C.

•
A
 2

acoluna, pelos valores das ordenadas y
desses pontos.

•
O

s elem
entos das entradas da 3

acoluna são iguais a 1.

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S

D
a expressão obtida para a área de um

 triângulo, podem
os 

concluir que a condição de alinham
ento para que três 

pontos distintos, A, B e
C

, estejam
 alinhados é:

II. D
istância de ponto a ponto

C
ondição de alinham

ento de três pontos

pontos distintos, A, B e
C

, estejam
 alinhados é:

G
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M
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R
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III. A
 equação da reta 

III. A
 equação da reta y =

 m
x +

 n
y =

 m
x +

 n
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D
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Â
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C
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C
o
e
fic

ie
n
te
 â
n
g
u
la
r (m

)

Está relacionado ao ângulo que a reta form
a com

 o eixo das abscissas.

III. A
 equação da reta y =

 m
x +

 n

Se as escalas dos eixos x e
y no gráfico são iguais, identificam

os o 
coeficiente angular da reta com

 a tangente do ângulo 
α
entre a reta e 

o eixo horizontal:

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S



C
o
e
fic

ie
n
te
 lin

e
a
r (n

)

C
orresponde ao valor da ordenada do ponto em

 que a reta cruza 
o eixo y.

Para obtê-lo, refazem
os o cálculo da declividade.

III. A
 equação da reta y =

 m
x +

 n

Para obtê-lo, refazem
os o cálculo da declividade.

U
sando a expressão obtida para m

 e substituindo os pontos 
por P e

A:

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S

C
o
e
fic

ie
n
te
 lin

e
a
r d

a
 re

ta

Isolando y, terem
os:y =

 m
x -m

x
A

+
 y

A

III. A
 equação da reta y =

 m
x +

 n

C
ham

ando o term
o constante de  n =

 –
m

x
A

+
 y

A , 
A

A

a equação da reta, agora equação 
reduzida da reta,passa a ser escrita assim

:

O
utro form

ato em
 que a equação da reta aparece (cham

ada 
equação segm

entária da reta):

N
ela, os coeficientes a e

b são o valor de x no ponto em
 que y =

 0
e o valor de y no 

ponto em
 que x =

 0. O
u seja,a e

b
são os cham

ados cortes
nos eixos x e

y, 
ponto em

 que x =
 0. O

u seja,a e
b

são os cham
ados cortes

nos eixos x e
y, 

respectivam
ente.

G
EO

M
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D
uas retas r e

s inclinadas (i.e., não verticais e não horizontais) e com
 

coeficientes angulares m
r e

m
s respectivam

ente, quando consideradas 
ao m

esm
o tem

po sobre o plano cartesiano, podem
 ser, um

a em
 

relação à outra:

IV. Posições relativas entre retas no plano
IV. Posições relativas entre retas no plano

P
a
ra
le
la
s c

o
in
c
id
e
n
te
s: as duas retas possuem

 os coeficientes 
m

 e
n

iguais e todos os pontos em
 com

um
:

P
a
ra
le
la
s n

ã
o
 c
o
in
c
id
e
n
te
s: os coeficientes angulares das duas retas 

P
a
ra
le
la
s n

ã
o
 c
o
in
c
id
e
n
te
s: os coeficientes angulares das duas retas 

são iguais, m
as os lineares são distintos, e elas não apresentam

 pontos 
em

 com
um

:

G
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M
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D
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C
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C
oncorrentes

C
oncorrentes: têm

 coeficientes angulares diferentes. C
om

o consequência, as retas terão 
: têm

 coeficientes angulares diferentes. C
om

o consequência, as retas terão 

um
 único ponto em

 com
um

:
um

 único ponto em
 com

um
:

IV. Posições relativas entre retas no plano

C
a
so
 p
a
rtic

u
la
r d

e
 c
o
n
c
o
rrê

n
c
ia
 d
e
 re

ta
s: elas são perpendiculares. 

A
lém

 de seus coeficientes serem
 diferentes, o produto entre eles é igual a 

−1, i.e., o coeficiente angular de um
a das retas é o inverso do oposto do 

coeficiente angular da outra.
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(U
n
e
sp
)

D
ados dois pontos, A e

B, com
 coordenadas cartesianas

(-2, 1) e (1, 
-2), respectivam

ente, conform
e a figura:

a
)
calcule a distância entre A e

B.
b
)
sabendo-se que as coordenadas 

cartesianas do baricentro do 
triângulo ABC são

(xG
, yG

) =
 (2 , 1), 

calcule as
3

1
EXERCÍCIOS ESSENCIAIS

calcule as
3

coordenadas  (x
C , y

C ) do vértice C
do triângulo.

R
ESPO

STA
:

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S 
−

N
O

 V
EST

IB
U

LA
R

R
ESPO

STA
:

(U
e
rj)

N
o sistem

a de coordenadas cartesianas a seguir, está representado o 
triângulo ABC

.

5
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Em
 relação a esse triângulo:

a
)
dem

onstre que ele é retângulo;
b
)
calcule a sua área.

R
ESPO

STA
:

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S 
−

N
O

 V
EST

IB
U

LA
R



(U
F
C
-C

E
)

ABC é o triângulo, no plano cartesiano, com
 vértices A(0, 0), B(2, 1) e

C(1, 5). 
D

eterm
ine as coordenadas do ponto P

do plano, tal que a som
a dos quadrados das 

distâncias de P aos vértices de ABC seja a m
enor possível, e calcule o valor m

ínim
o 

correspondente da som
a.

8
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R
ESPO

STA
:

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S 
−

N
O

 V
EST

IB
U

LA
R

R
ESPO

STA
: 

(U
n
ife

sp
)

A
 figura representa, em

 um
 sistem

a ortogonal de coordenadas, duas retas, r
e

s, sim
étricas em

 relação ao eixo 
O

y , um
a

circunferência com
 centro na origem

 do sistem
a, e os pontos 

A =
 (1, 2), B, C, D

, E e
F correspondentes às intersecções das retas 

e do eixo O
x
com

 a circunferência. 

1
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11

N
estas condições, determ

ine:
a
)
as coordenadas dos vértices 

B, C
, D

, E e
F e a área 

do
hexágono ABCD

EF.
do

hexágono ABCD
EF.

b
)
o valor do cosseno do ângulo 

AÔ
B.

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S 
−

N
O

 V
EST

IB
U

LA
R



(P
U
C
-R
J)

D
adas a parábola y =

 x
2

+
 x +

 1
e a reta

y =
 2x +

 m
:

a
)
D

eterm
ine os valores de m

 
para os quais a reta intercepta
a parábola.
b
)
D

eterm
ine para qual valor 

de m
 a reta tangencia a 

parábola. D
eterm

ine tam
bém

 
o ponto de tangência.

1
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R
ESPO

STA
: 

o ponto de tangência.

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S 
−

N
O

 V
EST

IB
U

LA
R

(IB
M
E
C
-S
P
)

C
onsidere, no plano cartesiano da figura, o 

triângulo de vértices A, B e
C

. 
Se r é a reta suporte da bissetriz do ângulo ABC, 
então o coeficiente angular de r

é igual a:

1
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^

a)
.

3 3
−

R
ESPO

STA
: B

a)b)  
−

1.

c)d)

.

3
−

.

3 4
−

.

2 3
−

G
EO

M
ET

R
IA

 A
N

A
LÍT

IC
A
 –

D
IST

Â
N

C
IA

S 
−

N
O

 V
EST

IB
U

LA
R

d)e)

.

2
−

.
3

−



T
R
A
N

SLA
Ç
Ã
O

 E RO
TA

Ç
Ã
O

 D
E 

T
R
A
N

SLA
Ç
Ã
O

 E RO
TA

Ç
Ã
O

 D
E 

EIX
O

S
EIX

O
S

�
Sejam

 O
x

e O
y

os eixos prim
itivos, do Sistem

a 
C

artesiano de Eixos C
oordenados com

 
C

artesiano de Eixos C
oordenados com

 
origem

 O
(0,0). Sejam

 O
1 x

1
e O

1 y
1
os novos 

eixos coordenados com
 origem

 
�

O
1 (h,k), depois que o sistem

a prim
itivo foi 

transladado. Seja P(x,y) um
 ponto qualquer do 

sistem
a prim

itivo. 
Portanto, o m

esm
o ponto P terá C

oordenadas 
�

Portanto, o m
esm

o ponto P terá C
oordenadas 

P(x
1 ,y

1 ), em
 relação ao novo sistem

a. Pela 
figura abaixo tem

os que:

Equações de Translação no 
Equações de Translação no 

22

ℜ
�
O

bserve que, fazer um
a translação no ℜ

2
é 

transladar o sistem
a antigo (prim

itivo), 
paralelam

ente aos eixos O
x

e O
y, para um

a 
nova origem

 O
1 (h,k). 



EX
EM

PLO
 1

EX
EM

PLO
 1

�
D

eterm
ine as coordenadas do ponto P(5,-3), em

 
relação ao novo sistem

a, depois de realizado um
a 

translação para a nova origem
 O

1 (-3,2).
translação para a nova origem

 O
1 (-3,2).

�
Solução: U

sando as equações de translação, terem
os:

RO
TA

Ç
Ã
O

 D
E EIX

O
S N

O
 

RO
TA

Ç
Ã
O

 D
E EIX

O
S N

O
 

22

�
Sejam

 O
x

e O
y

os eixos prim
itivos, do Sistem

a 
C

artesiano de Eixos C
oordenados com

 origem
 

C
artesiano de Eixos C

oordenados com
 origem

 
O

(0,0). 
�

Sejam
 O

x
1
e O

y
1
os novos eixos coordenados 

depois que o sistem
a prim

itivo foi rotacionado
de um

 ângulo θ
em

 torno da origem
 O

(0,0).
�

Logo, θ
é o ângulo form

ado entre os eixos O
x

e 
O

x
. 

O
x

1 . 
�

Seja P(x,y) um
 ponto qualquer do sistem

a 
prim

itivo. 
�

Portanto, o m
esm

o ponto P terá coordenadas 
P(x

1 ,y
1 ), em

 relação ao novo sistem
a.



�
Pela figura acim

a tem
os:



Exem
plo 2

Exem
plo 2

�
D

eterm
ine as coordenadas do ponto P(-2,6), após 

os eixos coordenados sofrerem
 um

a rotação de 
os eixos coordenados sofrerem

 um
a rotação de 

60º
�
S
o
lu
ç
ã
o
: U

sando as equações de rotação:

R
esolvendo o sistem

a linear, terem
os:

Portanto, o ponto P terá novas coordenadas:


